
МИНИСТЕРСТВО НАУКИ И ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ

РОССИЙСКОЙ ФЕДЕРАЦИИ

ФЕДЕРАЛЬНОЕ ГОСУДАРСТВЕННОЕ АВТОНОМНОЕ

ОБРАЗОВАТЕЛЬНОЕ УЧРЕЖДЕНИЕ ВЫСШЕГО ОБРАЗОВАНИЯ

«ОМСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ ТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ»

На правах рукописи

ХАИТ АНАТОЛИЙ ВИЛЬИЧ

РАЗРАБОТКА И РЕАЛИЗАЦИЯ МЕТОДОЛОГИЧЕСКИХ ОСНОВ

РАСЧЕТА СЛОЖНЫХ ЗАКРУЧЕННЫХ ТУРБУЛЕНТНЫХ ОДНО- И

ДВУХФАЗНЫХ ТЕЧЕНИЙ В ГИДРО- И ПНЕВМОАППАРАТАХ НА

ОСНОВЕ ГИПОТЕЗЫ БУССИНЕСКА

2.5.10 - Гидравлические машины, вакуумная, компрессорная техника,

гидро- и пневмосистемы

ДИССЕРТАЦИЯ

на соискание ученой степени доктора технических наук

Научный консультант:

заслуженный работник Высшей школы РФ,

доктор технических наук, профессор

Щерба Виктор Евгеньевич

ОМСК — 2025



2

ОГЛАВЛЕНИЕ

ВВЕДЕНИЕ 8

ГЛАВА 1. ТУРБУЛЕНТНЫЕ ТЕЧЕНИЯ ЖИДКОСТИ: СОВРЕМЕН-

НОЕ СОСТОЯНИЕ МЕТОДОВ РАСЧЕТА И МОДЕЛИРОВАНИЯ 25

1.1. Краткий обзор исследований турбулентности . . . . . . . . . . . . . 25

1.1.1. Потеря течением устойчивости. Возникновение турбулентности . 26

1.1.2. Развитая изотропная турбулентность . . . . . . . . . . . . . . . . 34

1.2. Уравнения турбулентного течения сжимаемой жидкости . . . . . . 41

1.2.1. Уравнения Рейнольдса . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

1.2.2. Уравнения переноса рейнольдсовых напряжений . . . . . . . . . . 46

1.2.3. Полуэмпирические модели турбулентности . . . . . . . . . . . . . 49

1.3. Слабая и гидродинамическая турбулентность в поверхностных

волнах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61

1.3.1. Потенциальные поверхностные волны . . . . . . . . . . . . . . . . 61

1.3.2. Теория Захарова, слабая турбулентность . . . . . . . . . . . . . . 66

1.3.3. Гидродинамическая турбулентность в квази-потенциальных вол-

нах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

1.4. Выводы по главе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

ГЛАВА 2. РАЗРАБОТКА МОДИФИЦИРОВАННОЙ МОДЕЛИ ТУРБУ-

ЛЕНТНОГО ТЕЧЕНИЯ В ВИХРЕВОЙ ТРУБЕ 80

2.1. Вихревые трубы Ранка-Хилша . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

2.1.1. Конструкция и основные характеристики вихревой трубы . . . . 81

2.1.2. Влияние формы проточной части на характеристики вихревых

труб . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

2.1.3. Микроструктура винтового течения . . . . . . . . . . . . . . . . . 91



3

2.2. Физические основы эффекта Ранка-Хилша . . . . . . . . . . . . . . 94

2.3. Формулировка анизотропной модификации ВД модели турбулент-

ности на основе гипотезы взаимодействия вихрей . . . . . . . . . . 101

2.3.1. Ламинарные тепловые потоки qσ,lam и qλ,lam . . . . . . . . . . . . 102

2.3.2. Турбулентные тепловые потоки qσ,turb и qλ,turb . . . . . . . . . . . 104

2.3.3. Поправка на сжимаемость газа Ван Деемтера qγ (ВД) . . . . . . 106

2.4. Формулировка изотропной модификации ВД модели турбулентно-

сти на основе гипотезы взаимодействия вихрей . . . . . . . . . . . . 109

2.5. Численные методы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

2.6. Выводы по главе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

ГЛАВА 3. РАЗРАБОТКА МОДИФИЦИРОВАННОЙ МОДЕЛИ ТУРБУ-

ЛЕНТНОГО ТЕЧЕНИЯ В ГИДРОВОЛНОВОМ ЛОТКЕ С ВОЛ-

НОПРОДУКТОРОМ 123

3.1. Нелинейные поверхностные волны . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

3.1.1. Роль поверхностных волн в формировании климата . . . . . . . . 124

3.1.2. Морское и прибрежное строительство . . . . . . . . . . . . . . . . 126

3.1.3. Лабораторные и численные исследования поверхностных волн . . 128

3.2. Разработка сопряженной численной модели гидроволнового лотка . 132

3.2.1. Модель двухфазного течения с поверхностью раздела . . . . . . . 134

3.2.2. Модель однофазного квазипотенциального течения . . . . . . . . 139

3.2.3. Модель турбулентной вязкости и кинематический критерий об-

рушения гребня волны . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142

3.2.4. Сопряжение однофазной и двухфазной моделей течения жидкости147

3.3. Метод Pressure-Implicit with Splitting of Operators (PISO) . . . . . . 148

3.4. Выводы по главе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

ГЛАВА 4. ИССЛЕДОВАНИЕ ТЕЧЕНИЯ ГАЗА В ВИХРЕВОЙ ТРУ-

БЕ С ПРИМЕНЕНИЕМ МОДИФИЦИРОВАННОЙ И СТАНДАРТ-

НЫХ МОДЕЛЕЙ ТУРБУЛЕНТНОСТИ 153



4

4.1. Численное исследование течения газа в разделительной вихревой

трубе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

4.2. Численное исследование течения газа в двухконтурной вихревой

трубе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

4.2.1. Стандартные модели турбулентности на основе гипотезы Бусси-

неска . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164

4.2.2. Стандартные модели рейнольдсовых напряжений RSM и круп-

ных вихрей LES . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

4.3. Исследование и калибровка модифицированной модели турбулент-

ности k-ε-VD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174

4.3.1. Калибровка модифицированной модели k-ε-VD . . . . . . . . . . 177

4.3.2. Интегральные характеристики и течение газа в вихревой трубе . 180

4.3.3. Профили газодинамических параметров . . . . . . . . . . . . . . 186

4.3.4. Тепловые потоки в вихревой трубе . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189

4.4. Выводы по главе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192

ГЛАВА 5. УСОВЕРШЕНСТВОВАНИЕ ГЕОМЕТРИИ ПРОТОЧНОЙ

ЧАСТИ ВИХРЕВОЙ ТРУБЫ С ЦЕЛЬЮ ПОВЫШЕНИЯ ЕЁ

ЭНЕРГОЭФФЕКТИВНОСТИ 195

5.1. Исследование течения газа с использованием метода минимизация

герерации энтропии . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 195

5.1.1. Метод минимизация генерации энтропии . . . . . . . . . . . . . . 196

5.1.2. Результаты анализа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

5.2. Параметрическое исследование конфигурации камеры энергораз-

деления . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203

5.2.1. Результаты численных исследований . . . . . . . . . . . . . . . . 204

5.2.2. Результаты экспериментальных исследований . . . . . . . . . . . 208

5.3. Усовершенствование отдельных узлов вихревой трубы . . . . . . . 218

5.3.1. Принципиально новый тип соплового ввода . . . . . . . . . . . . 219



5

5.3.2. Развихритель холодного потока . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231

5.3.3. Диффузор горячего потока . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236

5.4. Промышленная верификация результатов исследования . . . . . . 238

5.4.1. Вихревые воздушные теплогенераторы . . . . . . . . . . . . . . . 239

5.4.2. Вихревые холодогенераторы для установок утилизации попутно-

го нефтяного газа . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242

5.5. Выводы по главе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243

ГЛАВА 6. ИССЛЕДОВАНИЕ ТЕЧЕНИЯ ЖИДКОСТИ В ГИДРОВОЛ-

НОВОМ ЛОТКЕ С ВОЛНОПРОДУКТОРОМ ИСПОЛЬЗУЯ МО-

ДИФИЦИРОВАННУЮ МОДЕЛЬ 247

6.1. Исследование и калибровка модели турбулентной вязкости для об-

рушивающихся волн . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247

6.1.1. Комбинация лабораторного и численного гидроволновых лотков 247

6.1.2. Кинематические параметры обрушивающегося гребня . . . . . . 251

6.1.3. Поле скоростей под обрушивающимся волновым пакетом и про-

межуточные выводы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261

6.2. Диссипация энергии волны в модели турбулентной вязкости . . . . 263

6.2.1. Генерация волнового пакета с гауссовой огибающей . . . . . . . . 263

6.2.2. Исследование потоков энергии через поперечные сечения гидро-

волнового лотка . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 269

6.3. Погрешности модели турбулентной вязкости для обрушивающихся

волн . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273

6.3.1. Изменение формы волны с ростом параметра крутизны k 0ζ0 . . . 273

6.3.2. Гидродинамическая турбулентность, генерируемая обрушением

поверхностных волн . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276

6.4. Уточнение модели турбулентной вязкости для обрушивающихся

волн . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284

6.4.1. Эффект фазовой синхронизации . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284



6

6.4.2. Эмпирическая параметризация эффекта фазовой синхрониза-

ции для модели турбулентной вязкости . . . . . . . . . . . . . . . 291

6.5. Выводы по главе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295

ГЛАВА 7. РАЗРАБОТКА АЛГОРИТМОВ АВТОМАТИЗИРОВАННО-

ГО УПРАВЛЕНИЯ ВОЛНОПРОДУКТОРОМ ДЛЯ ГИДРОВОЛ-

НОВЫХ ЛОТКОВ 297

7.1. Генерация волн при помощи волнопродуктора . . . . . . . . . . . . 297

7.2. Алгоритм на основе уравнения Захарова . . . . . . . . . . . . . . . 303

7.2.1. Нелинейное граничное условие на волнопродукторе . . . . . . . . 306

7.2.2. Решение 1-го порядка нелинейности . . . . . . . . . . . . . . . . . 309

7.2.3. Решение 2-го порядка нелинейности . . . . . . . . . . . . . . . . . 310

7.2.4. Случай расположения шарнира выше дна лотка (L < 0) . . . . . 312

7.2.5. Полное слабо-нелинейное решение . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313

7.3. Алгоритм на основе нелинейного уравнения Шредингера . . . . . . 316

7.3.1. Нелинейное граничное условие на волнопродукторе . . . . . . . . 320

7.3.2. Решения 1-го, 2-го и 3-го порядков нелинейности . . . . . . . . . 321

7.3.3. Полное слабо-нелинейное решение . . . . . . . . . . . . . . . . . . 323

7.4. Внедрение алгоритмов управления волнопродуктором . . . . . . . . 325

7.5. Выводы по главе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 328

ГЛАВА 8. ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ И ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВА-

НИЕ АЛГОРИТМОВ УПРАВЛЕНИЯ ВОЛНОПРОДУКТОРОМ 331

8.1. Исследование алгоритма на базе уравнения Захарова . . . . . . . . 331

8.1.1. Режимы генерации волн . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331

8.1.2. Вихревые течения вблизи волнопродуктора и эмпирическая по-

правка передаточной функции . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333

8.1.3. Численные исследования . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339

8.1.4. Экспериментальные исследования . . . . . . . . . . . . . . . . . . 343

8.2. Исследование алгоритма на базе уравнения Шредингера . . . . . . 349



7

8.2.1. Режимы генерации волн . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 349

8.2.2. Численные исследования . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 352

8.2.3. Экспериментальные исследования . . . . . . . . . . . . . . . . . . 355

8.3. Итерационный метод повышения точности генерации волн . . . . . 360

8.3.1. Сильно нелинейный волновой пакет . . . . . . . . . . . . . . . . . 360

8.3.2. Слабо нелинейный волновой пакет . . . . . . . . . . . . . . . . . . 365

8.4. Выводы по главе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 368

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 371

СПИСОК УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 376

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ 381

Приложение 1. 427

Приложение 2. 429

Приложение 3. 434

Приложение 4. 436

Приложение 5. 439

Приложение 6. 444

Приложение 7. 450

Приложение 8. 456



8

ВВЕДЕНИЕ

Актуальность работы

Сложные закрученные турбулентные одно- и двухфазные течения, возни-

кающие в различных гидравлических и пневматических аппаратах, тяжело

поддаются математическому описанию и моделированию. Отсутствие фун-

даментальной теории турбулентности требует вовлечения упрощений, эмпи-

рических поправок и параметризаций, называемых моделями турбулентно-

сти. В свою очередь, введение эмпирических данных в математические моде-

ли приводит к неполному пониманию физических процессов, наблюдаемых

в течениях жидкости и газа и определяющих рабочие процессы гидропнев-

моаппаратов. В связи со сложностью и неполной изученностью указанных

физических процессов, погрешность прогнозирования интегральных харак-

теристик гидропневмоаппаратов, таких как вихревые трубы Ранка-Хилша

или поршневые волнопродукторы возвратно-поступательного действия, мо-

жет превышать 15...30%.

Современные вихревые трубы широко применяются в промышленности, в

том числе в установках сепарации попутного нефтяного газа, сжижения при-

родного газа, охлаждения бурового раствора, в установках нагрева воздуха и

др. Они характеризуются относительно низкой величиной холодильного КПД

порядка ηc ∼ 0.2...0.22, а их функционирование обеспечивается компрессор-

ными станциями большой мощности.

Отсутствие точных и достоверных методик математического моделирова-

ния рабочих процессов (течений жидкости и газа) и интегральных характе-

ристик вихревых труб выступает ограничивающим фактором совершенство-

вания последних с целью повышения их энергетической эффективности. С

учетом широкого распространения вихревых труб в промышленности, повы-

шение холодильного КПД даже на 3...5% потенциально приведет к экономии

энергии, потребляемой компрессорными станциями, в десятки МВт. В связи
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с этим, проблему повышения энергоэффективности вихревых труб следует

считать актуальной и имеющей важное хозяйственное значение для разви-

тия страны.

С другой стороны, особенную важность для развития страны играют во-

просы судоходства и морского строительства. Проектирование судов, объ-

ектов прибрежной инфраструктуры, объектов береговой защиты, морских

платформ, плавучих газовых хранилищ и других инженерно-технических со-

оружений требует проведения физических (натурных) испытаний в специаль-

ных гидроволновых лабораториях страны. Генерация проектного волнения в

гидроволновых лотках осуществляется при помощи программно управляе-

мых поршневых волнопродукторов, преобразующих механическую энергию

возвратно-поступательного движения в гидравлическую энергию поверхност-

ных волн.

Современные волнопродукторы характеризуются значительными откло-

нениями в форме генерируемых поверхностных волн, которые могут превы-

шать 15%, а физическая природа возникающих ошибок остается неизвестной.

С учетом того, что энергия поверхностных волн пропорциональна квадрату

высоты волны, ошибки работы волнопродуктора могут приводить к большим

погрешностям определения как силового воздействия от наката волн на объ-

ект, так и других проектных параметров. А следовательно, к высокому риску

неверного выбора проектного решения и тяжелым последствиям такого выбо-

ра. Особая важность гидроволновых лабораторий для развития судоходства и

морского строительства страны указывает на актуальность научной пробле-

мы существенного повышения точности генерации волн волнопродукторами.

Решение указанных актуальных проблем, имеющих важное хозяйствен-

ное значение для развития страны, невозможно без развития методов ма-

тематического моделирования сложных закрученных турбулентных одно- и

двухфазных течений жидкости и газа с целью минимизации погрешности

прогнозирования интегральных характеристик гидропневмоаппаратов. Для
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этого требуется более глубокое понимание физических процессов, определя-

ющих работу данных гидропневмоаппаратов. Этим вопросам посвящена на-

стоящая диссертация.

Степень разработанности проблемы

Рассматриваемые научные проблемы изучались различными коллекти-

вами и научными школами на протяжении десятилетий: А.И. Леонтьев,

О.М. Белоцерковский, Ю.М. Давыдов (РГУ НГ), С.А. Исаев (СПбГУ ГА),

Г.М. Моргунов (МЭИ), А.А. Жарковский (СПбПУ), И.О. Хинце, Ф. Хар-

лоу, B.E. Launder, D.B. Spalding, H. Jasak, F.R. Menter, G.J. Reece, W. Rodi,

А.П. Меркулов (КуАИ), М.Г. Дубинский (МАИ), В.С. Мартыновский

(ОТИХП), В.М. Бродянский (МЭИ), А.Д. Суслов (МВТУ), А.В. Мартынов

(МЭИ), А.А. Халатов (ИТТФ НАНУ), В.И. Метенин (КПТИ), А.И. Азаров

(ЛПИ), Ш.А. Пиралишвили (РГАТУ), В.И. Кузнецов (ОмГТУ), М.А. Жид-

ков, В.А. Целищев (УУНиТ), М.Х. Правдина (ИТ СО РАН), В.А. Арбу-

зов (ИТ СО РАН), Г.Н. Бобровников (МВТУ), Н.А. Прибатурин (ИТ СО

РАН), J.J. Van Deemter , R.G. Deissler, M. Perlmutter, R. Liew, A. Bazgir,

J. Lagrandeur, S. Poncet, N.J. Dyck, K. Dincer, S.E. Rafiee, B. Kobiela,

J.J. Derksen, T. Farouk, A. Gutsol, A. Secchiaroli, R. Ricci, N. Bej, R. Oberti,

M. Baghdad, И.С. Нуднер (БГТУ Военмех), К.К. Семёнов (СПбПУ), Г.С. Ха-

кимзянов (КГУ), Ю.Н. Захаров (ИВТ СО РАН), Л.Б. Чубаров (ИВТ СО

РАН), Ю.И. Шокин (ИВТ СО РАН), А.А. Коробкин (Институт гидроди-

намики СО РАН), С.И. Бадулин (ИО РАН), Е.Н. Пелиновский (НГТУ),

Ю.И. Троицкая (ИПФ РАН), А.В. Слюняев (ИПФ РАН), Д.А. Сергеев (ИПФ

РАН), К.Е. Афанасьев (КемГУ), С.В. Стуколов (КемГУ), О.И. Гусев (ИВТ

СО РАН), H.A. Schaffer, T. Waseda, P.H. Taylor, T.A.A. Adcock, L. Shemer,

D. Liberzon, V. Shrira, S.T. Grilli, M.P. Tulin, C. Swan, J. Spinneken, Z. Tian,

M. Perlin, G. Ducrozet, V. Sriram, J.H. Duncan, W.K. Melville, M.L. Banner,

R.J. Rapp, W. Bai, L. Qian, Z. Ma и другие научные группы и школы.
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В качестве основных достижений можно выделить: создание теоретиче-

ской базы и математических методов расчета многомерных течений жидко-

сти и газа в гидропневмоаппаратах; создание теоретической базы вихревого

эффекта; создание критериальных уравнений расчета вихревых труб; раз-

работка и внедрение серии устройств, использующих вихревой эффект; со-

здание линейной и слабонелинейных теорий волнопродуктора; разработка и

внедрение алгоритмов числового управления волнопродукторами.

Несмотря на большое количество проведенных исследований, научные

проблемы, рассмотренные выше по тексту, остаются не решенными по насто-

ящее время. Исходя из этого, формулируется цель и ряд задач исследования.

Целью исследования является разработка методологии расчета и ма-

тематического моделирования сложных закрученных турбулентных одно- и

двухфазных течений в гидропневмоаппаратах на основе усовершенствован-

ных моделей турбулентности (п.1-3 паспорта специальности), и применение

разработанных подходов для совершенствования гидравлических и пневма-

тических устройств, включая алгоритмы автоматизированного управления

ими (п.4-5 паспорта специальности).

Объектом исследования являются рабочие процессы гидро- и пнев-

моаппаратов со сложными закрученными вихревыми одно- и двухфазными

течениями жидкости и газа.

Предметом исследования являются математические модели и мето-

дология расчета сложных закрученных турбулентных одно- и двухфазных

течений жидкости и газа, связывающие рабочие процессы гидро- и пневмо-

аппаратов с их интегральными характеристиками.

Для достижения поставленной цели, в диссертации решаются следу-

ющие задачи:

1. Разработать значительно усовершенствованные модели турбулентных те-
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чений жидкости и газа, которые позволят более точно отразить физические

процессы, определяющие работу гидропневмоаппаратов (вихревой трубы и

поршневого волнопродуктора), а следовательно повысить точность прогно-

зирования их интегральных характеристик.

2. Разработать современные компьютерные программы для реализации усо-

вершенствованных математических моделей турбулентных течений с при-

менением методов параллельных вычислений для их использования на су-

перкомпьютерных системах (вычислительных кластерах).

3. На основе проведенных экспериментальных исследований, выполнить ка-

либровку и валидацию разработанных моделей турбулентных течений

жидкости и газа.

4. Используя разработанные математические модели, провести детальные

численные и экспериментальные исследования течений жидкости и газа

в проточных частях вихревой трубы и волнопродуктора гидроволнового

лотка с целью раскрытия основных физических принципов и закономерно-

стей протекающих процессов.

5. Используя современные методы планирования эксперимента, провести де-

тальные вычислительные и лабораторные исследования влияния основных

геометрических и эксплуатационных параметров на энергоэффективность

вихревой трубы. На основании результатов исследований разработать но-

вые конструкции узлов вихревой трубы для повышения ее энергоэффек-

тивности.

6. Разработать слабонелинейные алгоритмы автоматизированного управле-

ния поршневыми и шарнирно закрепленными волнопродукторами, предна-

значенные для значительного повышения точности генерации поверхност-

ных волн в лабораторных гидроволновых лотках (для повышения точности

лабораторных испытаний на силовое воздействие от наката волн).

7. Раскрывая физику процессов, протекающих при работе волнопродуктора,

используя разработанные математические модели течений жидкости и га-
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за, разработать методы эмпирической корректировки слабонелинейных ал-

горитмов автоматизированного управления волнородукторами для повы-

шения точности генерации волн.

Научная новизна

1. На основании выявленных недостатков, разработаны значительно усовер-

шенствованные математические модели сложных турбулентных одно- и

двухфазных течений жидкости и газа, которые более точно отражают фи-

зику происходящих процессов. Математические модели учитывают впер-

вые введенный турбулентный поток энергии qγ, связанный с эффектами

сжимаемости жидкости и дополняющий ранее учтенные турбулентные по-

токи qσ и qλ. Установлено, что вклад qγ в энергообменные процессы до-

стигает ∼ 30% и хорошо согласуется с гипотезой взаимодействия вихрей.

Математические модели также учитывают кинематический критерий, ко-

торый верно отражает физику обрушения волн, что впервые эксперимен-

тально доказано в работе. (п.1 паспорта специальности)

2. Проведена калибровка и детальная верификация усовершенствованных мо-

делей турбулентных течений по отношению к серии лабораторных измере-

ний, выполненных, в том числе, с использованием нового метода синхрони-

зации вычислительных и лабораторных экспериментов. Успешная верифи-

кация моделей, использованных для расчета сложных турбулентных одно-

и двухфазных течений жидкости в гидропневмоаппаратах, подтвердила су-

щественное повышение точности прогнозирования интегральных характе-

ристик вихревых труб и поршневых волнопродукторов. Погрешность про-

гноза величины изоэнтропного КПД вихревой трубы снижена с ∼ 30% до

∼ 2...10%. Погрешность определения пространственной координаты обру-

шения волны, сгенерированной волнопродуктором, снижена до 0.15...0.55%

от длины гидроволнового лотка. (п.1,3 паспорта специальности)

3. На основании новых знаний о структуре сложных турбулентных течений,
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полученных используя разработанные математические модели и лабора-

торные измерения, выявлены новые физические явления. Применяя метод

минимизации порождения энтропии для анализа результатов математиче-

ского моделирования было установлено существование паразитной обла-

сти течения в камере энергоразделения вихревой трубы. Обнаружен эф-

фект дестабилизации течения в сверхзвуковом сопловом вводе и спрямля-

ющем лопаточном аппарате холодного потока. Использование разработан-

ной математической модели позволило впервые обнаружить формирование

сложных нестационарных вихревых течений вблизи волнопродуктора, вы-

званных его функционированием. Впервые обнаружен физический эффект

“фазовой синхронизации” (phase locking effect), вызванный турбулентными

течениями, порожденными обрушением поверхностных волн. (п.3,4 пас-

порта специальности)

4. Проведена серия вычислительных экспериментов на базе разработанных

математических моделей и плана эксперимента для совершенствования ра-

бочих процессов вихревых труб за счет изменения основных геометриче-

ских и эксплуатационных факторов. Установлено, что уменьшение диамет-

ров камеры энергоразделения позволяет исключить паразитную область

течения и, тем самым, повысить КПД вихревой трубы. Для верификации

результатов вычислительных экспериментов создан оригинальный экспе-

риментальный стенд и проведены измерения интегральных характеристик

вихревой трубы в двухконтурном и разделительном режимах работы, ко-

торые подтвердили рост КПД. (п.1,3,4 паспорта специальности)

5. Применение созданных математических моделей позволило разработать

ряд усовершенствований вихревой трубы, имеющих большое практическое

значение. Предложен и разработан принципиально новый способ формиро-

вания сверхзвукового винтового течения и соответствующий ему новый тип

соплового ввода вихревой трубы. Предложен и разработан новый способ

эффективного торможения высокоскоростного холодного потока вихревой
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трубы за счет установки спрямляющего лопаточного аппарата. Численно и

экспериментально установлено, что внедрение разработанных усовершен-

ствований вихревой трубы позволяет увеличить ее изоэнтропный КПД в

режиме наибольшей холодопроизводительности на ∼ 4...5% (в отдельных

случаях до ∼ 7%). (п.1,2,4 паспорта специальности)

6. Разработаны принципиально новые слабонелинейные алгоритмы автома-

тизированного управления поршневым и шарнирно закрепленным волно-

продуктором, опирающиеся на решения нелинейных уравнений Захарова и

Шредингера. Применение уравнений Захарова и Шредингера в новых ал-

горитмах управления волнопродуктором взамен стандартных аналитиче-

ских подходов позволило повысить точность генерации волн за счет впер-

вые учтенных нелинейных поправок 3-го порядка нелинейности. (п.2,4,5

паспорта специальности)

7. Опираясь на новые знания о структуре обнаруженных сложных неста-

ционарных вихревых течений, формирующихся вблизи волнопродуктора,

предложен метод их учета путем введения эмпирической корректировоч-

ной функции β в слабонелинейные алгоритмы на базе уравнений Захаро-

ва и Шредингера. Разработан оригинальный итерационный метод поиска

числовых значений функции β на основе математических моделей слож-

ных течений жидкости и газа. Совокупность новых разработок позволила

минимизировать погрешность генерации поверхностных волн до средне-

квадратичного отклонения 0.5...1%. (п.1,4,5 паспорта специальности)

Теоретическая значимость

1. Теоретически обоснована и экспериментально подтверждена необходи-

мость учета впервые введенного полуэмпирического турбулентного потока

энергии qγ, который вносит вклад порядка ∼ 30% в эффект энергоразделе-

ния в вихревой трубе Ранка-Хилша. Теоретически показано, что турбулент-

ный поток энергии qγ составляет неотъемлемую частью гипотезы взаимо-
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действия вихрей, что является дополнительным подтверждением верности

данной гипотезы.

2. Теоретически и экспериментально доказана гипотеза о том, что обрушение

поверхностных волн возникает в тот момент времени, когда лагранжева

скорость жидкой частицы на гребне волны сравнивается или начинает пре-

вышать скорость самого гребня: Vfl ≥ Vcr. На основании доказанной гипо-

тезы сформулирован и откалиброван кинематический критерий обрушения

поверхностных волн, являющийся неотъемлемой частью модели сложного

течения в гидроволновом лотке с волнопродуктором.

3. Используя указанные выше экспериментально подтвержденные теорети-

ческие результаты и опираясь на глубокий физико-математический ана-

лиз рабочих процессов гидропневмоаппаратов (вихревых труб и поршне-

вых волнопродукторов), разработаны теоретические основы и получены

математические уравнения моделей сложных турбулентных одно- и двух-

фазных течений жидкости и газа, наблюдаемых в исследуемых гидропнев-

моаппаратах. Экспериментально показано, что численное решение уравне-

ний полученных моделей течений жидкости и газа дает существенный рост

точности прогнозирования интегральных характеристик вихревых труб и

поршневых волнопродукторов.

4. Для преодоления ограничений существующих теорий рабочих процессов

волнопродуктора (таких как повсеместно используемая теория 2-го поряд-

ка нелинейности Шаффера), предложены и разработаны принципиально

новые теории волнопродуктора на базе нелинейных уравнений Захарова и

Шредингера. В связи с тем, что уравнение Шредингера ограничено 3-им

порядком нелинейности, а уравнение Захарова не имеет ограничений по

порядку нелинейности, предложенный новый теоретический подход позво-

лил преодолеть ограничения существующих теорий волнопродуктора через

впервые учтенные нелинейные поправки 3-го и даже более высоких поряд-

ков нелинейности.
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5. Используя разработанные теоретические методы и модели, впервые обна-

ружены и исследованы физические явления, важные для инженерной прак-

тики: формирование паразитной области течения в камере энергоразделе-

ния вихревой трубы; эффект дестабилизации течения в вихревой трубе; яв-

ление “фазовой синхронизации”, возникающее при обрушении поверхност-

ных волн; впервые обнаружено формирование сложных нестационарных

вихревых течений вблизи волнопродуктора, вызванных его функциониро-

ванием.

6. Совокупность экспериментально подтвержденных теоретических разрабо-

ток привела к созданию методологических основ расчета сложных течений

жидкости и газа, практическая реализация которых создала новые инстру-

менты совершенствования рабочих процессов вихревых труб и поршневых

волнопродукторов.

Практическая ценность

1. На основании проведенного анализа и раскрытия физических процессов,

протекающих в сложных закрученных турбулентных течениях, разрабо-

таны усовершенствования вихревой трубы и ее узлов, которые позволили

увеличить величину изоэнтропного КПД в режиме наибольшей холодопро-

изводительности на ∼ 4...5%. В том числе, разработан и защищен патентом

на изобретение (№2533590) сверхзвуковой сопловой ввод вихревой трубы

нового типа. Запатентованы ряд других изобретений и полезных моделей

(№2406952, №124367).

2. Учет впервые полученных нелинейных поправок 3-го порядка нелинейно-

сти в рамках теории волнопродуктора на базе уравнений Захарова и Шре-

дингера, а также предложенной оригинальной эмпирической корректиро-

вочной функции β, позволил разработать новые высокоточные алгоритмы

автоматизированного управления поршневым и шарнирно закрепленным

волнопродуктором, которые защищены свидетельствами о государствен-
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ной регистрации программ для ЭВМ №2025669129 и №2025669130.

3. Разработанные алгоритмы автоматизированного управления волнопродук-

тором используются на практике в лаборатории поверхностных волн Тель-

Авивского университета для управления шарнирно закрепленным волно-

продуктором большого гидроволнового лотка, что закреплено в приложен-

ной справке о внедрении.

4. Результаты исследования были использованы в конструкторском бюро

ООО “КБ “ЧКЗ–ЮГСОН” и АО “КЭНПО” при проектировании и изготов-

лении широкой линейки вихревых труб и других гидропневмоаппаратов, в

том числе: ВТ 3-6, ВТ 5-90, ВТ 30Р, РЕСШ.4414, ВТ 30-50, ДВТР 40-9000,

ВТ 63Р и др. К диссертации приложены соответствующие справки о внед-

рении.

5. Усовершенствованные модели сложных закрученных турбулентных одно-

и двухфазных течений жидкости и газа вошли в состав разработанных

высокопроизводительных компьютерных программ, базирующихся на со-

временных численных алгоритмах (методы конечных объемов, граничных

элементов, распределенных вычислений и др.).

6. Отдельные части диссертации использовались соискателем при подготов-

ке лекционного материала в рамках обучения студентов технических спе-

циальностей в двух университетах: ФГАОУ ВО Уральский федеральный

университет и Ариэльский университет (Израиль).

Методы исследований

В диссертации использована комбинация взаимодополняющих методов

теоретических и экспериментальных исследований, методов анализа течений

жидкости и газа, термодинамики и теплообмена. Теоретический анализ ос-

новывается на методах дифференциального и интегрального исчисления, до-

полненных методами возмущения и разложения по малому параметру. В чис-

ленном анализе использовались современные версии Метода Контрольных
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Объемов и Метода Граничных Элементов. При проведении эксперименталь-

ных исследований использовались методы статистической обработки резуль-

татов для оценки неопределенности измерений.

Достоверность и обоснованность результатов подтверждается:

• использованием основных фундаментальных уравнений сохранения массы,

момента движения, энергии, а также уравнений состояния, в математиче-

ских моделях;

• корректным использованием современных численных методов (методы ко-

нечных объемов, граничных элементов, распределенных вычислений);

• детальной верификацией результатов численного исследования по отноше-

нию к лабораторным измерениям, которая качественно и количественно

подтвердила результаты математического моделирования;

• использованием апробированных методов планирования и проведения экс-

периментов, а также анализа экспериментальных результатов.

Работа выполнена при поддержке следующих грантов:

1. Гранты на проведение научных исследований молодыми учеными и аспи-

рантами Уральского федерального университета, 2010–2011 гг.

2. Грант Российской Академии Архитектуры и Строительных Наук, институт

“УралНИИпроект РААСН”, № Д-23/13, 2013–2015 гг. Тема: Исследование

инновационных энергоэффективных систем климатизации на базе вихре-

вой трубы. Исполнитель.

3. Грант Министерства науки, технологий и космоса Израиля, № 3-12473,

2015–2019 гг. Тема: Исследование неоднородных ветровых волн при ста-

ционарном и/или нестационарном воздействии. Исполнитель в рамках по-

стдокторантуры, Тель-Авивский университет (Израиль).

4. Грант исследовательского совета по инженерным и физическим наукам

(EPSRC, Англия), № EP/S011862/1, 2019–2021 гг. Тема: Высокоточное мо-

делирование захвата воздуха при воздействии обрушивающихся волн на
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сооружения. Исполнитель в рамках постдокторантуры, Университет Ман-

честер Метрополитен (Англия).

Положения, выносимые на защиту

1. На основе полученных новых знаний о физических процессах, наблюдае-

мых в сложных течениях жидкости и газа, предложены усовершенствова-

ния моделей турбулентности для расчета и прогнозирования интегральных

характеристик вихревых труб и поршневых волнопродукторов. (п.1,3 пас-

порта специальности)

2. Методологические основы расчета и математического моделирования ра-

бочих процессов исследуемых гидропневмоаппаратов. (п.1,2 паспорта спе-

циальности)

3. Результаты численного и экспериментального анализа рабочих процессов

исследуемых гидропневмоаппаратов. Новые знания о структуре турбулент-

ного течения в проточной части вихревой трубы и поршневого волнопро-

дуктора, полученные, в том числе, при помощи метода минимизации по-

рождения энтропии. (п.1,3,4 паспорта специальности)

4. Впервые обнаруженные физические явления, а также их влияние на рабо-

чие процессы и интегральные характеристики исследуемых гидропневмо-

аппаратов. (п.4 паспорта специальности)

5. Новые элементы проточной части вихревой трубы и их конструкции, полу-

ченные в результате применения разработанных математических методов

и моделей (предложен и запатентован принципиально новый тип сопло-

вого ввода вихревой трубы, а также методика его расчета и моделирова-

ния; новый способ повышения энергоэффективности вихревой трубы путем

установки спрямляющего лопаточного аппарата для эффективного тормо-

жения холодного потока). (п.1,2,4 паспорта специальности)

6. Принципиально новые слабонелинейные алгоритмы автоматизированного

управления поршневым и шарнирно закрепленным волнопродуктором, от-
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личающиеся повышенной точностью за счет учета поправок 2-го и 3-го

порядков нелинейности (алгоритмы внедрены в систему управления лабо-

раторными волнопродукторами, а также зарегистрированы в Роспатенте).

(п.2,4,5 паспорта специальности)

7. Новый метод повышения точности генерации поверхностных волн волно-

продуктором на основе разработанных моделей течений жидкости и газа

за счет внесения эмпирических корректировок в слабонелинейные алгорит-

мы автоматизированного управления волнопродуктором. (п.1,4,5 паспор-

та специальности)

Апробация работы

Результаты, изложенные в диссертации, докладывались и обсуждались:

• на 8-и международных научных конференциях: ISOPE 2020 (Китай);

ASME OMAE 2019 (Великобритания); ASME OMAE 2018 (Испания);

ICME 2018 (Израиль); WISE 2018 (Израиль); CONVR 2013 (Великобри-

тания); ICCBE 2012 (Россия); ICMEME 2012 (Китай).

• на 4-х всероссийских научно-технических конференциях (Москва, Са-

мара, Екатеринбург);

• на 9-ти международных семинарах: University of Plymouth (Великобри-

тания, 2022); SRM Institute of Science and Technology (Индия, 2022); Си-

бирское отделение РАН (ФИЦ ИВТ, Новосибирск, 2021); Ariel University

(Израиль, 2020); Tel Aviv University (Израиль, 2020); Keele University

(Великобритания, 2020); Queen’s University Belfast (Великобритания,

2019); Manchester Metropolitan University (Великобритания, 2019); Tel

Aviv University (Израиль, 2018).

Публикации

По материалам диссертации опубликовано 54 печатных труда:

• 21 статья в изданиях «Белого списка» (Единого государственного пе-

речня научных изданий), включенных в базы цитирования Web of
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Science и Scopus, из них 11 статей в изданиях Q1 (1-го уровня);

• 11 статей в ведущих рецензируемых журналах и научных изданиях,

рекомендуемых Высшей аттестационной комиссией РФ;

• 15 статей в других изданиях;

• 3 патента Российской Федерации и 4 свидетельства о регистрации про-

граммы для ЭВМ.

Личный вклад соискателя в работу

Все исследования, результаты которых изложены в диссертации, были

выполнены соискателем лично или при его непосредственном участии. Неко-

торая часть результатов была получена студентами при работе над диплом-

ными проектами и магистерскими диссертациями под непосредственным ру-

ководством соискателя и в его соавторстве. Материалы диссертации основаны

на исследованиях соискателя, выполненных за период 2009–2025 гг.

Объем и структура работы

Диссертация изложена на 459 страницах, в том числе 375 страниц основ-

ного текста, состоит из введения, восьми глав, заключения, списка литера-

туры и восьми приложений. В работе содержится 150 рисунков, 25 таблиц.

Библиографический список включает 427 наименований.

Благодарности

Настоящее диссертационное исследование было бы невозможным без

неоценимого вклада научных руководителей соискателя: проф. В.Е. Щербы

(Омский государственный технический университет), проф. А.С. Носкова
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ГЛАВА 1

ТУРБУЛЕНТНЫЕ ТЕЧЕНИЯ ЖИДКОСТИ: СОВРЕМЕННОЕ

СОСТОЯНИЕ МЕТОДОВ РАСЧЕТА И МОДЕЛИРОВАНИЯ

1.1. Краткий обзор исследований турбулентности

Течения жидкостей и газов являются одной из самых распространенных

форм движения материи. Они являются неотъемлемой составляющей живой

и неживой природы, а также повсеместно используются в науке и технике.

Практически любая техническая система включает в себя в той или иной

мере движение жидкости или газа [1]. Широкое распространение различных

течений потребовало создание теоретической базы для их точных и прибли-

зительных (инженерных) расчетов. В полной мере теоретическая база до сих

пор не создана, а многие фундаментальные вопросы не имеют ответов.

Такое положение дел вызвано, в первую очередь, сложностью механики

течений жидкости. В отличие от механики твердого тела, течение жидкости

фундаментально нелинейно, в первую очередь, из-за наличия конвективных

переносов массы и других скаляров. Э.Н. Лоренц занимаясь исследовани-

ями планетарных погодных явлений обнаружил, что незначительные изме-

нения начальных условий в его модели атмосферных течений приводят к

кардинальным изменениям в результатах расчета. Более того, изменения в

начальных условиях были на уровне ошибок округления с учетом разрядно-

сти процессора. Далее Лоренцу удалось предельно упростить используемую

численную модель и исследовать ее основные свойства в работе [2]. В резуль-

тате был открыт так называемый странный аттрактор Лоренца.

Главной особенностью системы аттрактора Лоренца является наличие

двух центров равновесия, то есть, так называемая, бистабильность [3]. С те-

чением времени система Лоренца стремится к одному из этих центров. Од-

нако обнаруживаются некоторые режимы, в которых происходит неожидан-
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ная смена одного центра равновесия на другой. Причем, возможность такой

смены центра равновесия определяется малыми изменениями в начальных

условиях системы. Позже было показано существование странного аттрак-

тора Лоренца в реальных физических явлениях, например, при конвекции в

подогреваемом снизу слое [3].

Применительно к механики жидкости и газа (МЖГ), стремление тече-

ния к единственному центру равновесия делает течение устойчивым. Такие

течения, как правило, характеризуются низкими скоростями и является “спо-

койным”. При устремлении времени в бесконечность, все параметры течения

становятся постоянными. Однако при увеличении скорости течения выше

определенного порога, силы вязкого трения становятся недостаточными для

демпфирования нелинейностей, которые, в конечном счете, приводят к поте-

ри течением устойчивости. Вопросы устойчивости течений жидкости и газа

являются настолько важными, что они привели к формированию отдельного

подраздела МЖГ - “Теории гидродинамической устойчивости” [4, 5].

1.1.1. Потеря течением устойчивости. Возникновение турбулент-

ности

Понятие устойчивости состояния физической или математической систе-

мы было сформулировано Клерком Максвеллом [6] следующим образом: “Со-

стояние системы является устойчивым, если бесконечно малое возмущение

данного состояния будет изменяться только на бесконечно малое количество

в некоторый будущий момент времени; но когда бесконечно малое измене-

ние в данном состоянии может принести к конечному отклонению системы

за конечное время, состояние системы является неустойчивым”. Теория гид-

родинамической устойчивости приобретает особую важность ввиду того, что

для разрушения устойчивости течения достаточно бесконечного малого воз-

мущения. В качестве примера, на рис. 1.1 показаны некоторые случаи потери
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устойчивости, наблюдаемые в природе.

(а) (б)

(в) (г)

Рис. 1.1. Примеры неустойчивых течений, встречаемых в природе:

(а) и (б) - неустойчивость Кельвина-Гельмгольца; (в) - неустойчивость течения около
крыльев, вызванная концевым эффектом; (г) - неустойчивость плоской затопленной

струи. Изображения заимствованы из литературных источников [4, 7]

Неустойчивость течений изучается разными способами в рамках следую-

щих направлений:

1. Наблюдение природных явлений, что представляет собой предваритель-

ный этап изучения. Последующие теоретические исследования, как пра-

вило, направлены на объяснение, интерпретацию и количественное опи-

сание этих явлений.
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2. Численные эксперименты, которые стали играть одну из ключевых ро-

лей в исследовании гидродинамической устойчивости после достижения

вычислительной техникой достаточного уровня производительности. В

настоящее время вычислительная гидродинамика (Computational Fluid

Dynamics - CFD) находится на такой стадии, что может конкурировать

с лабораторными исследованиями по точности получаемых данных. Од-

нако это справедливо только в очень узком диапазоне временных и про-

странственных масштабов задач.

3. Линейная и слабо нелинейная теория - это один из первых подходов к

изучению явления гидродинамической устойчивости. В рамках данного

подхода течение жидкости раскладывается на две составляющие, пер-

вая из которых является полностью детерминированной и неизменной

во времени (так называемое, базовое течение), а вторая вносит беско-

нечно малые возмущения. В том случае, если амплитуда бесконечно

малых возмущений со временем растет, течение считают потерявшим

устойчивость. Главное преимущество данного подхода состоит в том,

что дифференциальные уравнения, определяющие эволюцию возмуще-

ния во времени, т.е. уравнения Рэлея и Орра-Зоммерфельда [8, 9, 10],

являются линейными и интегрируемыми для ряда случаев.

4. Сильно нелинейная теория, которая рассматривает произвольно боль-

шие (конечные) возмущения. В данном случае используется теорема

Серрина (Serrin) и прямой метод Ляпунова [4] для специфических весь-

ма ограниченных случаев.

5. Теория детерминированного хаоса, которая показывает, что неустойчи-

вые течения могут развиваться по мере роста некоторых безразмерных

параметров (критериев). Такое развитие происходит через последова-

тельность бифуркаций от одного режима течения к другому. Причем,

конкретный путь системы через последовательность бифуркаций в зна-

чительной степени зависит от бесконечно малых отклонений в ее на-
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чальном состоянии, что в конечном счете может выглядеть как хаос.

Странный аттрактор Лоренца принято считать простейшим прообра-

зом зарождения детерминированного хаоса через бифуркационные пе-

реходы от одного центра равновесия к другому [2, 3].

Одним из первых явление хаоса в течениях жидкости в круглой цилин-

дрической трубе изучал О. Рейнольдс [11]. Им был введен безразмерный кри-

терий, впоследствии названный его именем, т.е. число Рейнольдса

Re =
V L

ν
, (1.1)

которое определяется отношением произведения осредненной скорости тече-

ния V и пространственного масштаба течения L (например, диаметр трубы)

к кинематической вязкости жидкости ν. Рейнольдс экспериментально уста-

новил, что течение в трубе является устойчивым в том случае, если критерий

Re ниже его критического значения Reкр , причем критическое значение не

зависит от масштаба (размера) течения или типа жидкости. Образующееся

устойчивое течение было названо ламинарным.

Увеличение числа Рейнольдса выше критического значения приводит к

потери течением устойчивости, выражающейся видимым искажением траек-

торий жидких частиц в результате роста случайных бесконечно малых воз-

мущений до конечных величин. Что еще более важно, дальнейшее повышение

числа Re приводит к эволюции неустойчивого переходного течения в фунда-

ментально новое состояние движения, называемое турбулентностью [4, 5]. В

турбулентном течении бифуркации следуют непрерывно одна за другой фор-

мируя хаотическое, неупорядоченное и фактически непредсказуемое движе-

ние жидких частиц. Тэйлор и Карман дают следующее определение турбу-

лентности [12, 13]: “Турбулентностью называется неупорядоченное движение,

которое в общем случае возникает в жидкостях, когда они обтекают непро-

ницаемые поверхности или же когда соседние друг с другом потоки одной и
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той же жидкости следуют рядом или проникают один в другой”.

Детали процесса перехода от ламинарного течения к турбулентному явля-

ются не только очень сложными, но и сильно меняются от течения к течению.

Физическая причина перехода неустойчивого ламинарного (или переходно-

го) течения к турбулентному именно при достижении числом Рейнольдса его

критического значения Re является открытым вопросом и предметом прово-

димых в настоящее время исследований. Как считал сам Рейнольдс, величина

Reкр вряд ли может быть получена теоретически вследствие чрезвычайной

сложности физических процессов. Несмотря на это, имеется ряд единооб-

разных фактов в теории турбулентности, характерных большому количеству

типов течений.

Основной факт заключается в том, что увеличение Re приводит к по-

следовательному временному и пространственному усложнению течения в

результате последовательности бифуркаций вплоть до возникновения турбу-

лентности. Каждая бифуркация возникает в результате неустойчивости од-

ного течения и приводит к формированию другого течения, которое явля-

ется устойчивым в течение некоторого интервала времени [14, 15]. Устойчи-

вое течение, образующееся в результате первой бифуркации основного те-

чения при увеличении числа Re, принято называть вторичным течением, а

его неустойчивость при второй бифуркации с увеличением числа Re – вто-

ричной неустойчивостью. Обычно первичная неустойчивость двумерного те-

чения приводит к возникновению квазистационарной устойчивой двумерной

волны, а трехмерность формируется в результате вторичной неустойчивости,

когда нарушается двумерная симметрия [4].

Последующие бифуркации происходят одна за другой при уменьшающих-

ся приращениях числа Re, и в лабораторных условиях они не различимы.

Двумерные волны, сформированные в результате первичной потери течени-

ем неустойчивости, можно рассматривать в качестве гармоник частотного

спектра. С ростом амплитуды, возникают нелинейные взаимодействия меж-
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ду такими гармониками с образованием субгармоник (side bands), которые

еще больше усложняют спектр. Образования новых неустойчивых гармоник,

а также субгармоник, фактически означает расширение диапазона характер-

ных масштабов течения. Таким образом, рост числа Re существенным обра-

зом усложняет движение жидкости.

В бесконечном наборе бифуркаций ряд исследователей усматривают неко-

торый порядок и выделяют следующие пути перехода от ламинарного к тур-

булентному течению:

1. Через докритическую неустойчивость[4]. На этим пути устойчивое ста-

ционарное течение становится неустойчивым при медленном увеличе-

нии числа Re и его переходе через критическое значение. В этом случае

ламинарное течение быстро переходит в турбулентное, которое не яв-

ляется непрерывным продолжением устойчивого течения.

2. Путь Рюэля-Такенса-Ньюхауза [16, 17]. Вдоль этого пути наблюдается

последовательность бифуркаций при увеличении Re, в результате кото-

рых формируются некоторые квази-стационарные и периодические во

времени течения с двумя, тремя или четырьмя характерными частота-

ми. Затем следует переход к хаотическому течению.

3. Удвоение периода. Здесь в результате последовательности бифуркаций

возникают периодические во времени течения с периодом равным удво-

енному периоду предыдущего течения. Подобные явления были описа-

ны, например, в работах [18, 19].

4. Скачкообразный переход [20]. В этом случае ламинарное течение со-

храняет свою устойчивость до того момента как в него вносится слу-

чайное малое, но конечное возмущение. С ростом числа Re течение

становится неустойчивым по отношению к возмущениям все меньшей

и меньшей конечной амплитуды. Неустойчивость проявляется в виде

пространственно локализованной “вспышки” (puff), которая сохраняет-

ся на очень больших временных масштабах. С увеличением числа Re,
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“вспышки” образуются все с большей частотой, однако их энергия не

изменяется значительно. В настоящее время считается, что эта теоре-

тическая концепция может объяснить турбулентные пятна и нарушения

ламинарности, которые наблюдал в своих опытах Рейнольдс [11].

В настоящее время процесс зарождения турбулентности в цилиндриче-

ской трубе является предметом активного исследования [21, 22, 23, 24]. В ре-

зультате лабораторных экспериментов и прямого численного моделирования

(Direct Numerical Simulation - DNS) было установлено, что при околокритиче-

ских числах Re ламинарное течение является устойчивым, а переход к турбу-

лентности происходит по последнему сценарию. Внесение малого локального

возмущения приводит к образованию “вспышки” (puff), форма которой пока-

зана на рис. 1.2(a). После образования вспышки турбулентная энергия быстро

нарастает в строго ограниченном узком пространстве до определенного пре-

дела, после которого возможны несколько путей. Первый путь заключается в

том, что вспышка распространяется по потоку без искажений формы, разме-

ров и энергии. Такую ситуацию можно наблюдать при числах Re несколько

ниже критического.

Согласно [22, 23, 24], приближение числа Рейнольдса к критическому зна-

чению, Re ∼ Reкр ≈ 2300, может вызвать явление “деления вспышек” (“puff

splitting”). При этом родительская вспышка после деления остается неизмен-

ной, а новая вспышка формируется ниже по течению за родительской. Про-

цесс деления вспышки, полученный в результате прямого численного модели-

рования (DNS), показан на рис. 1.2(a)-(д) [23]. Прямое численное моделиро-

вание также показывает, что до момента первого деления вспышки проходит

существенный интервал времени, а интервал между вспышками никогда не

восстанавливается до развитого ламинарного течения.

Увеличение числа Рейнольдса до Re > 2300 приводит к пространствен-

ному разрастанию локализованных вспышек (puff spreading) так, что все те-

чение в трубопроводе постепенно вовлекается в стохастические пульсации
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(а)

(б)

(в)

(г)

(д)

Рис. 1.2. Прямое численное моделирование (DNS) процесса “деления вспышки” в прямой
цилиндрической трубе с гладкими стенками. Изображение показано в работе [23].

(а)-(д) развитие процесса деления в продольном сечении прямой цилиндрической трубы
с гладкими стенками. Красным цветом показаны положительные, а синим

отрицательные значения завихренности. Использована линейная цветовая шкала.
Система координат движется со средней скоростью потока U .

и турбулизируется. Рис. 1.3 показывает результаты прямого численного мо-

делирования течения в прямой цилиндрической трубе при Re = 4000 [22].

Видно, что вспышка, изначально расположенная в центре координат, увели-

чивается в размерах и в конечном счете захватывает практически все про-

странство трубы. Таким образом, исследования показывают, что низкорей-

нольдсовые неустойчивые течения, как правило, представляют собой набор

отдельных вспышек пространственно отделенных друг от друга, в то время

как в более высокорейнольдсовых течениях отдельные вспышки сливаются

друг с другом и образуют единую стохастическую систему.

Рисунок 1.4 показывает пространственно-временные диаграммы развития

турбулентных вспышек при разных числах Рейнольдса. Видно, что при числе

Re = 2300 наблюдается многократное деление единственной вспышки. Каж-

дая из вновь образованных вспышек отчетливо отделяется пространственно

от соседних. С другой стороны, при числе Re = 2450 деление вспышек про-

исходит значительно быстрее. Более того, отдельные вспышки более не раз-

личимы и, в конечном счете, сливаются друг с другом. Для более детально-

го исследования различных режимов турбулизации течения в трубопроводе,

были разработаны упрощенные модельные задачи, отражающие основные за-
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Рис. 1.3. Прямое численное моделирование (DNS) процесса разрастания вспышки в
прямой цилиндрической трубе с гладкими стенками. Изображение показано в работе [22].

Число Рейнольдса в расчетах составляло Re = 4000. Цветом показана кинетическая
энергия течения за вычетом энергии устойчивого ламинарного потока. Таком образом,
устойчивое ламинарное течения отображается белым цветом. Система координат на

рисунке также движется со средней скоростью потока U .

кономерности на качественном уровне [21, 24]. Баркли использовал данные

упрощения для детального исследования процесса формирования и развития

вспышек. Следует отметить, что исследования в данной области далеки от

завершения.

1.1.2. Развитая изотропная турбулентность

С ростом числа Re происходит формирование развитого турбулентного

течения, которое можно отнести к новой форме устойчивости. Впервые упо-

минание о турбулентном движении (tumultuous - шумный) встречается в ра-

ботах лорда Кельвина [25, 26], который формирует терминологию и главные

вопросы предстоящих исследований. Также Кельвин впервые формулирует

концепцию перехода энергии турбулентности от больших масштабов к мень-

шим, позже названную прямым каскадом энергии [27]. Одни из первых теоре-

тических и экспериментальных исследований развитой турбулентности были

проведены Сен-Венаном и его учеником Буссинеском [28, 29], которые неза-

висимо пришли к идеи вихревой вязкости.
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(а)

(б)

(в)

Рис. 1.4. Пространственно-временные диаграммы развития турбулентных вспышек,
полученные в прямом численном моделировании с использованием гибридного

спектрального и конечно-разностного метода [23] для (а),(б) Re = 2300 и (в) Re = 2450.
Цветом показан квадрат завихренности в логарифмической шкале. Система координат

на диаграммах движется вместе с течением со скоростью (а) 0.929U , (б) 0.947U , (в)
0.94U , где U - средняя скорость потока. После деления новые вспышки располагаются

ниже по течению с примерно равным расстоянием между ними.

При всей сложности развитой турбулентности принято считать, что

при достаточно больших числах Re существует единственное статистически

устойчивое турбулентное течение, независимое от начальных условий [4]. Это

дает основания полагать, что взаимодействие огромного количества бифур-

каций и соответствующих им течений жидкости дают единственное статисти-

чески усредненное решение для любого турбулентного течения. Этим дается

обоснование применимости статистического подхода к турбулентным движе-

ниям. Кроме того, любые формы симметрии течения нарушаются в резуль-

тате потери им устойчивости. Но при дальнейшем увеличении числа Re и
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переходе к турбулентному движению, все формы симметрии восстанавлива-

ются для усредненного течения [30].

Опираясь на это допущение, Рейнольдс [31] предложил рассматривать

турбулентное движение состоящим из двух компонент: медленно меняющейся

во времени и, соответственно, быстро меняющейся (пульсационной). Пусть V

есть вектор скорости течения. Тогда, в соответствии с подходом Рейнольдса,

можно ввести следующее осреднение по времени [32]:

⟨V ⟩ (x, y, z, t) = 1

T

∫ t+T/2

t−T/2
V (x, y, z, τ) dτ, (1.2)

где T - некоторый характерный масштаб времени, период осреднения. Тогда

мгновенное значение V запишется в следующем виде:

V (x, y, z, t) = ⟨V ⟩ (x, y, z, t) + V ′ (x, y, z, t) (1.3)

Средняя компонента ⟨V ⟩ остается постоянной на интервале времени T , в то

время как пульсационная часть V ′ меняется быстро, а следовательно харак-

теризует турбулентность течения. На основании разложения Рейнольдса вво-

дятся тензор турбулентных напряжений (напряжений Рейнольдса):

Π = πi,j = −
〈
v′iv

′
j

〉
=


−⟨v′1v′1⟩ − ⟨v′1v′2⟩ − ⟨v′1v′3⟩

− ⟨v′1v′2⟩ − ⟨v′2v′2⟩ − ⟨v′2v′3⟩

− ⟨v′1v′3⟩ − ⟨v′2v′3⟩ − ⟨v′3v′3⟩

 (1.4)

Здесь {v1, v2, v3} - компоненты вектора скорости V , а оператор осреднения

⟨·⟩ задан выражением (1.2). Более подробно тензор Π обсуждается далее по

тексту.

Все развитые турбулентные течения можно грубо разделить на несколько

групп [12, 33, 34]:

1. Изотропная турбулентность с инерционной областью и вязким обре-
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занием. Это один из простейших случаев, в котором характеристики

турбуленетности не зависят от выбранного направления. В терминах

рейнольдсовых напряжений это означает, что диагональные элементы

Π равны между собой, а не диагональные равны нулю: ⟨v′1v′1⟩ = ⟨v′2v′2⟩ =

⟨v′3v′3⟩;
〈
v′iv

′
j

〉
i ̸=j = 0.

2. Гомогенная изотропная турбулентность дополняет предыдущий случай

тем, что напряжения Рейнольдса сохраняются постоянными по про-

странству.

3. Анизотропная турбулентность в свободных течениях. Это наиболее об-

щий случай значений компонентов тензора Π. Они не равны между

собой и не равны нулю.

4. Анизотропная пристеночная турбулентность наблюдается в турбулент-

ном пограничном слое.

5. Турбулентность сдвигового течения, содержащая когерентные структу-

ры.

Первая и вторая группы турбулентных течений значительно проще осталь-

ных в физическом и математическом смысле, что привело к ощутимому про-

грессу в их изучении. Считается, что выделение изотропной турбулентности в

отдельное направление исследований было сделано Тейлором [35, 26]. Пример

изотропной турбулентности, полученной в лабораторных условиях, показан

на рис. 1.5.

Ричардсон [36] предложил считать, что турбулентные флуктуации V ′ со-

стоят из вихрей разного размера (масштаба). Крупномасштабные вихри отно-

сятся к макро-турбулентности и имеют характерный размер L, сопоставимый

по величине с масштабом течения, входящим в выражение для числа Рей-

нольдса (1.1). Крупномасштабные вихри являются неустойчивыми, что при-

водит к их распаду на более мелкие вихри, которые, в свою очередь, теряют

устойчивость и распадаются на еще более мелкие вихри. Это процесс перехо-

да турбулентной энергии из крупномасштабных движений в мелкомасштаб-
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Рис. 1.5. На фото изображен процесс генерации изотропной турбулентности при помощи
осциллирующей сетки размером 5x5 см. Установка расположена в лаборатории

Бэтчелора в отделе прикладной математики и теоретической физики Кембриджского
университета (Англия). Фото сделано Д. Ши в 2019 [26]. Область изотропной

турбулентности выделена красным прямоугольником.

ные называют прямым каскадом энергии, впервые упомянутом Кельвином

[27]. Силы вязкого трения на самых мелких масштабах, называемых микро-

турбулентностью, становятся сопоставимы с силами инерции. При этом их

действие, в конечном счете, переводит энергию турбулентности в тепловую

энергию. Таким образом, прямой каскад заканчивается диссипацией турбу-

лентной энергии. Схематично прямой каскад турбулентной энергии изобра-

жен на рис. 1.6 [37].

Крупномасштабная турбулентность, как правило, является анизотропной

и чрезвычайно сложной, что фактически исключает возможность разработ-

ки ее строгой теории. Колмогоров и Обухов [37, 38, 39] предположили, что

для достаточно больших чисел Рейнольдса, мелкомасштабные турбулентные
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Рис. 1.6. Схема прямого каскада турбулентной энергии, заимствованная из [37]

вихри являются статистически изотропными. Такое предположение сводит

тензор напряжений Рейнольдса (1.4) к скаляру ⟨v′1v′1⟩ = ⟨v′2v′2⟩ = ⟨v′3v′3⟩ и, со-

ответственно, значительно упрощает физику течения. Таким образом вводит-

ся понятие локальной изотропии турбулентности, выполняющейся для мел-

комасштабных движений, в то время как крупномаштабная турбулентность

остается анизотропной, см. рис. 1.6.

В том случае, если прямой каскад энергии находится в динамическом рав-

новесии, можно допустить, что поток турбулентной энергии, поступающей в

диапазон изотропной турбулентности из крупномасштабного диапазона, ра-

вен скорости вязкой диссипации этой энергии. Поскольку речь идет о чрез-

вычайно малом размере турбулентных вихрей, гидродинамические процессы

на этом масштабе происходят намного быстрее по сравнению с крупномас-

штабной частью турбулентности. Таким образом, динамическое равновесие

достигается быстро, со скоростью потока турбулентной энергии в прямом

каскаде. Из этого Колмогоров делает вывод, что статистические свойства

мелкомасштабной изотропной турбулентности имеют универсальную форму,

которая полностью определяется средней скоростью диссипации турбулент-
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ной энергии ε, а также кинематической вязкостью жидкости.

Пусть размер турбулентных вихрей l характеризуется волновым числом

k = 2π/l. Тогда коллекция всех масштабов турбулентности будет описы-

ваться спектром энергии турбулентности E(k ), определяющим количество

энергии, содержащейся в турбулентных вихрях размера l. Суммарная турбу-

лентная энергия всех масштабов запишется [37]:

k =
3 ⟨v′iv′i⟩

2
=

∫ ∞

0

E(k )dk (1.5)

Пользуясь гипотезой об универсальности формы E(k ) и её зависимости толь-

ко от скорости диссипации турбулентной энергии ε, Колмогоров получает

эмпирическую зависимость для спектра турбулентности в изотропном диа-

пазоне масштабов [38]:

E(k ) = Cε
2
3 k − 5

3 (1.6)

Причем, показатели степеней в уравнении выше были получены Колмо-

горовым на основании анализа размерностей. Независимо от Колмогоро-

ва, Обухов [39] получил ту же зависимость в результате более глубокого

теоретического анализа полуэмпирического уравнения баланса турбулентной

энергии, полученного им для спектра изотропной турбулентности.

Уравнение (1.6) позволило впервые получить теоретические оценки пря-

мого каскада турбулентной энергии и соответствующего ему спектра изо-

тропной турбулентности. Несмотря на эмпирическую основу и значительные

допущения, уравнение (1.6) нашло широкое экспериментальное подтвержде-

ние. Так, рис. 1.7(а), опубликованный Мониным и Ягломом [40], показывает

очень хорошее совпадение экспериментальных измерений с уравнением (1.6)

для больших волновых чисел k , т.е. малых масштабов l. Рис. 1.7(б) схематич-

но демонстрирует теоретическую форму спектра изотропной турбулентности

Колмогорова.

Несмотря на то, что вклад Колмогорова считается одним из наиболее су-



41

(а) (б)

Рис. 1.7. (а) Пространственный спектр турбулентной энергии E(k ) по данным
наблюдений в приземном слое атмосферы [40]. (б) Схема теоретической формы спектра

изотропной турбулентности Колмогорова E(k ) в логарифмических координатах [37]

щественных в области теоретических исследований турбулентности, он каса-

ется только небольшой наиболее простой (изотропной) части спектра турбу-

лентной энергии. Основная часть турбулентной энергии содержится в левой

части спектра, показанного на рис. 1.7(б), т.е. в области малых волновых

чисел k . Турбулентность в этом диапазоне масштабов является анизотроп-

ной, что существенно усложняет ее исследование. Несмотря на большое ко-

личество исследований, все попытки построения теории анизотропной турбу-

лентности не привели к каким-либо результатам, применимым в инженерной

практике [32, 41, 42]. В связи с невозможностью построения полной теории

турбулентности, практические расчеты турбулентных течений базируются на

полуэмпирических моделях турбулентности, которые кратко обсуждаются

далее по тексту.

1.2. Уравнения турбулентного течения сжимаемой жидкости

1.2.1. Уравнения Рейнольдса

Векторное уравнение Навье-Стокса (классический закон сохранения им-

пульса) для общего случая динамики сжимаемой жидкости запишется в сле-
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дующем виде [32]:

ρ
dV

dt
= ρg +∇ · τ, (1.7)

где t - время; V = {v1, v2, v3} - вектор скорости; ρ - плотность жидкости;

ρg - вектор объемных сил, которые обычно появляются вследствие действия

ускорения свободного падения g; τ - тензор всех поверхностных сил, который

включает в себя как нормальные, так и касательные компоненты. Уравне-

ние (1.7) имеет очень простой вид, однако содержит несколько особенностей,

определяющие его физическую и математическую сложность:

• В Эйлеровой формулировке полная производная скорости рас-

падается на частную производную и конвективную компоненту:

dV/dt = ∂V/∂t+ (V · ∇)V . Причем, конвективная компонента вносит

нелинейность в уравнение и приводит к невозможности его прямого

аналитического решения.

• Тензор поверхностных сил τ является неизвестным и требует привле-

чения эмпирических закономерностей для его определения - реологиче-

ского закона.

Для Ньютоновских жидкостей реологический закон определяется линей-

ной связью между тензором напряжений τ и тензором скоростей деформаций

Ṡ, которая записывается следующим образом:

τ = 2µṠ − I

[
p+

(
2

3
µ− κ

)
(∇ · V )

]
, (1.8)

где µ - коэффициент динамической вязкости, p - термодинамическое давле-

ние, I - единичная матрица. Второй (объемной) вязкостью в (1.8) обычно

пренебрегают, т.е. κ = 0. Тензор скоростей деформаций можно получить сле-

дующим образом:

Ṡ =
1

2

(
∇V + (∇V )T

)
(1.9)

Надстрочный индекс T означает транспонирование матрицы. Подстановка
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(1.8) в (1.7) и разделение сил давления и вязкого трения приводит к стан-

дартной форме уравнения Навье-Стокса для сжимаемой жидкости (газа):

ρ
∂V

∂t
+ ρ (V · ∇)V = ρg −∇p+∇ ·

[
µ

(
∇V + (∇V )T − I

2

3
∇ · V

)]
(1.10)

Для уравнения (1.10) можно найти прямое численное решение только для

ограниченного количества относительно простых (геометрически и физиче-

ски) течений с ламинарным и переходным режимом движения. С увеличе-

нием числа Re и переходом к развитой турбулентности диапазон масштабов

турбулентных структур растет. В потоке возникают все более мелкие вих-

ри, численное моделирование которых требует огромных вычислительных

мощностей, недоступных в настоящее время, а также в обозримом будущем.

С другой стороны, отсутствие какой-либо теории турбулентности (см. раз-

дел 1.1.) не позволяет упростить задачу математически. Единственно при-

менимый на практике метод приближенного решения уравнения (1.10) для

развитого турбулентного течения основывается на осреднении Рейнольдса

(1.2) и соответствующем разложении (1.3).

После подстановки разложения (1.3) требуется выполнить осреднение по-

лученного уравнения (1.10) еще раз. После упрощения и группировки слага-

емых нового уравнения, а также учитывая [43], что

⟨v′i⟩ = 0

⟨⟨vi⟩⟩ = ⟨vi⟩

⟨vi + vj⟩ = ⟨vi⟩+ ⟨vj⟩

⟨vivj⟩ = ⟨vi⟩ ⟨vj⟩+
〈
v′iv

′
j

〉
⟨⟨vi⟩ ⟨vj⟩⟩ = ⟨vi⟩ ⟨vj⟩

⟨⟨vi⟩ v′i⟩ = 0〈
v2i
〉
= ⟨vi⟩2 +

〈
(v′i)

2
〉
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можно записать уравнение Навье-Стокса, осредненное по методу Рейнольдса

(Reynolds Averaged Navier-Stokes - RANS) [32, 33, 44]:

ρ
∂V

∂t
+ ρ (V · ∇)V = ρg−∇p+∇ ·

[
µ

(
∇V + (∇V )T − I

2

3
∇ · V

)]
+∇ · (ρΠ)

(1.11)

Уравнение (1.11) записано для вектора осредненной скорости ⟨V ⟩; круглые

скобки опущены для сокращения записи. Выполненная операция позволила

скомпоновать все члены, содержащие пульсационные компоненты скорости, в

тензор напряжений Рейнольдса Π = −
〈
v′iv

′
j

〉
(1.4). С учетом того, что уравне-

ние Рейнольдса (1.11) записано для медленно меняющегося среднего течения,

оно может быть решено численно для турбулентных течений с любым чис-

лом Re. Однако для этого требуется найти тензор Π, то есть выполнить так

называемое замыкание математическом модели. Эта проблема не получила

рационального решения вплоть до настоящего времени [32].

Для замыкания уравнения (1.11) также требуется выполнение закона со-

хранения массы, который после осреднения Рейнольдса (1.2) запишется в

виде уравнения неразрывности для осредненного течения [45, 46]:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρV ) = 0 (1.12)

Последнее уравнение определяет изменение плотности сжимаемой жидкости

через локальный баланс массовых расходов. В том случае, если изменение

плотности мало (несжимаемая жидкость), уравнение (1.12) упрощается, но

при этом утрачивает свою применимость для численных расчетов. Эта про-

блема решается специальными хорошо разработанными методами, основан-

ными на уравнении Пуассона. Например, методом PISO [47, 48].

В течениях сжимаемой жидкости (газа) большую роль играют тепловые

и термодинамические процессы, подчиняющиеся закону сохранения энергии.

Пусть h - статическая энтальпия газа, а H = h + |V |2 /2 - энтальпия тор-
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можения (полная) газа. Тогда уравнение сохранения полной энтальпии для

осредненного течения запишется [32, 45, 49]:

ρ
∂H

∂t
+ ρ (V · ∇)H = q +

∂p

∂t
+Qτ (1.13)

Вектор теплового потока q учитывает механическую работу газа (или внеш-

нюю работу над газом), изотропный или анизотропный перенос тепловой

энергии, а также генерацию энергии вследствие внутренних источников при

их наличии. Учитывая, что внутренняя энергия газа является составной ча-

стью энтальпии, т.е. h = e+p/ρ, возможна альтернативная форма записи за-

кона сохранения энергии через полную внутреннюю энергию E = e+ |V |2 /2:

ρ
∂E

∂t
+ ρ (V · ∇)E = q − (V · ∇) p+Qτ (1.14)

Величина Qτ в уравнениях (1.13) и (1.14) называется диссипативной

функцией и отражает нагрев жидкости вследствие вязкого трения. Посколь-

ку точное выражение для Qτ невозможно получить, обычно пользуются фе-

номенологической закономерностью [45]:

Qτ = µ
∣∣∣Ṡ∣∣∣2 − 2

3
µ (∇ · V )2 , (1.15)

где Ṡ - тензор скоростей деформаций (1.9), а его модуль определяется следу-

ющим выражением [45]:

∣∣∣Ṡ∣∣∣ =√2Ṡ · ·Ṡ ≡
√

(∇V + (∇V )T ) : (∇V )T (1.16)

Тензорные произведения заданы следующим образом: A · ·B =
∑

i,j Ai,jBj,i;

A : B =
∑

i,j Ai,jBi,j. Для большинства течений, вклад Qτ незначителен, что

позволяет пренебрегать вязким нагревом.

Связь между давлением, плотностью и температурой газа устанавливает-
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ся уравнением термодинамического состояния [50, 51]. Для умеренных тем-

ператур и давлений можно воспользоваться простейшим уравнением совер-

шенного газа Менделеева-Клапейрона [52, 53]:

p = ρRT, (1.17)

где R - газовая постоянная, а T - абсолютная температура газа. Энтальпия

и внутренняя энергия связаны с температурой через изобарную и изохорную

теплоемкости, соответственно: h = cpT ; e = cvT . В случае совершенного

газа, величины cp и cv являются постоянными и не зависят от давления и

температуры. Также они связаны с газовой постоянной: R = cp − cv.

1.2.2. Уравнения переноса рейнольдсовых напряжений

Замыкание уравнения Рейнольдса (1.11) посредством определения тен-

зора рейнольдсовых напряжений является ключевой проблемой численного

расчета турбулентных течений. Пользуясь подходом Лойцянского [32], раз-

ложение (1.3) подставляется в уравнение Навье-Стокса (1.10), но на этот раз

осреднение результирующего уравнения не осуществляется. После вычитания

уравнения Рейнольдса из полученного уравнения, а также после некоторых

алгебраических манипуляций, подробно описанных в [32], можно записать

уравнение для “двойной одноточечной корреляции” - тензора напряжений
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Рейнольдса Π = πi,j:

ρ
∂πi,n
∂t

+ ρ ⟨vj⟩
∂πi,n
∂xj︸ ︷︷ ︸

конвекция турбуленции

= −
(
ρπi,j

∂ ⟨vn⟩
∂xj

+ ρπn,j
∂ ⟨vi⟩
∂xj

)
︸ ︷︷ ︸

Pπ - порождение турбуленции

−

−2µ

〈
∂v′i
∂xj

∂v′n
∂xj

〉
︸ ︷︷ ︸

Eπ - скорость диссипации

+

〈
p′
(
∂v′n
∂xi

+
∂v′i
∂xn

)〉
︸ ︷︷ ︸

Φπ - тензор корреляций

−

− ∂

∂xj

(
ρ
〈
v′iv

′
nv

′
j

〉
+ δi,j ⟨v′np′⟩+ δn,j ⟨v′ip′⟩ − µ

∂πi,n
∂xj

)
︸ ︷︷ ︸

Dπ - диффузия турбуленции

(1.18)

Данное уравнение записано в прямоугольной системе координат {x1, x2, x3}

в индексной форме. Оно является фундаментальным аналитически строгим

законом эволюции рейнольдсовых напряжений [54, 55, 56, 57].

Интересным является факт, что генерация (порождение) турбуленции Pπ

в уравнении (1.18) аналитически строго определяется только компонентами

осредненного течения ⟨vn⟩ и рейнольдсовыми напряжениями πi,j. В отличие

от этого, остальные члены уравнения (1.18) зависят от пульсационных ком-

понент скорости и давления, а также от их корреляций. Так, например, ско-

рость диссипации турбуленции Eπ определяется вторым моментом тензора

пульсационных скоростей деформаций. Более того, диффузия турбуленции

Dπ впервые вводит в рассмотрение тройную одноточечную корреляцию (тре-

тий момент) пульсационных скоростей
〈
v′iv

′
nv

′
j

〉
. Таким образом, вместо замы-

кания первоначального уравнения Рейнольдса (1.11), полученное уравнение

эволюции (1.18) только усложняет проблему описания турбулентных течений.

Дальнейшие попытки замыканий системы уравнений через, например, вывод

уравнения эволюции третьих моментов
〈
v′iv

′
nv

′
j

〉
приводят к возникновению

новых корреляций все более высокого порядка.

Особенную сложность уравнению (1.18) придает слагаемое Φπ, включа-

ющее корреляции турбулентных пульсаций давления с тензором скоростей
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деформаций поля пульсационных скоростей. В дополнение к отсутствию фи-

зической наглядности, величину Φπ трудно (фактически невозможно) изме-

рить экспериментально.

Очевидно, что предположение об изотропии турбуленции может значи-

тельно упростить проблему математически. С одной стороны, для изотропной

турбуленции не диагональные элементы тензора Π исчезают, т.е. πi,j,i̸=j = 0.

С другой стороны, диагональные элементы равны между собой. Последнее

позволяет ввести в рассмотрение скалярную величину кинетической энергии

турбуленции k = 1
2

∑3
i=1 ⟨v′iv′i⟩ = 1

2

∑3
i=1 πi,i, аналогично подходу Колмогоро-

ва (1.5). Тогда тензорное уравнение (1.18) сводится к скалярному уравнению

эволюции турбулентной энергии k:

ρ
∂k

∂t
+ ρ ⟨vj⟩

∂k

∂xj
= −ρπi,j

∂ ⟨vi⟩
∂xj︸ ︷︷ ︸

Pk - порождение турбуленции

−µ
〈
∂v′i
∂xj

∂v′i
∂xj

〉
︸ ︷︷ ︸

Ek - скорость диссипации

−

− ∂

∂xj

[
ρ

〈
v′j

(
v′iv

′
i

2
+
p′

ρ

)〉
− µ

∂k

∂xj

]
︸ ︷︷ ︸

Dk - диффузия турбуленции

(1.19)

В отличие от (1.18), полученное уравнение (1.19) для эволюции k не содер-

жит корреляционного вклада Φ, что упрощает его физически. Также новое

уравнение является скалярным в противовес тензорному уравнению (1.18),

что дает математическое упрощение задачи. Тем не менее, скорость диссипа-

ции Ek и диффузия турбуленции Dk по прежнему выражены через пульса-

ционные компоненты скорости и давления, тем самым не позволяя замкнуть

математическую модель турбулентного течения.

В настоящее время проблема замыкания уравнений Рейнольдса не имеет

аналитически точного решения. Вместо этого, требуется привлечение эмпи-

рических зависимостей для выражения D, E и Φ через поля осредненного

течения вместо полей пульсационных величин. Совокупность таких подходов

принято называть полуэмпирическими моделями турбулентности [58, 59, 60].
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Важно подчеркнуть, что использование полуэмпирических моделей для за-

мыкания уравнений Рейнольдса является единственным практически приме-

нимым методом математического описания турбулентных течений.

1.2.3. Полуэмпирические модели турбулентности

Анизотропные модели рейнольдсовых напряжений

Очевидным способом полуэмпирического замыкания уравнений Рей-

нольдса (1.11) является использование точного уравнения транспорта тур-

булентных напряжений (1.18) в качестве основы. Модели турбулентности,

полученные таким образом, называются моделями рейнольдсовых напряже-

ний (Reynolds Stress Models - RSM), а отличия между ними заключаются в

эмпирических выражениях для Dπ, Eπ и Φπ [54, 55, 56, 57]. Очевидное пре-

имущество моделей RSM заключается в учете анизотропии турбуленции, что

является решающим для некоторых типов течений. С другой стороны, моде-

ли RSM являются вычислительно тяжелыми, поскольку решают тензорное

дифференциальное уравнение (1.18), т.е., фактически, 6 уравнений для ком-

понент тензора Π ≡ πi,j. Также отмечается значительная вычислительная

неустойчивость моделей RSM, приводящая к сложности их применения на

практике.

Launder, Reece и Rodi [56] предложили одну из наиболее простых и ши-

роко используемых на практике моделей, обозначаемую RSM-LRR. В этой

модели порождение турбуленции вычисляется на базе аналитически строго-

го выражения, полученного ранее:

Pπ = −
(
ρπi,j

∂ ⟨vn⟩
∂xj

+ ρπn,j
∂ ⟨vi⟩
∂xj

)
=

= −
(
Π · (∇V )T

)
−
(
Π · (∇V )T

)T
= −2 symm

(
Π · (∇V )T

)
(1.20)

где Π ≡ πi,j - тензор рейнольдсовых напряжений, V - вектор осредненно-
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го поля скоростей, оператор symm(·) преобразует несимметричный тензор в

симметричный путем дополнения транспонированным тензором (“symmetry

operator”). Для вычисления остальных членов уравнения переноса Π в модели

RSM-LRR требуется привлечение эмпирических выражений.

Существует две возможности выразить диффузию турбулентности Dπ,

первая из которых допускает существование только изотропной диффузии

со скалярным коэффициентом диффузии, меняющимся как в пространстве,

так и во времени:

Dπ = ∇ ·
[(
µ+

2

3
Csρ

k2

ε

)
∇Π

]
(1.21)

Анизотропная версия диффузионного члена уравнения рейнольдсовых на-

пряжений предполагает задание коэффициента диффузии в виде матрицы,

выраженной через тензор рейнольдсовых напряжений:

Dπ = ∇ ·
[(
Iµ+ Csρ

k

ε
Π

)
∇Π

]
(1.22)

При этом, калибрационный коэффициент Cs выбирается одинаковым как для

изотропной, так и для анизотропной диффузии. Кинетическая энергия тур-

буленции в (1.21) и (1.22) выражается аналогично (1.5):

k =
1

2
tr (Π) , (1.23)

где оператор следа матрицы tr(·) возвращает сумму диагональных элементов.

Скорость диссипации турбуленции Eπ в RSM-LRR выражается через ска-

лярную величину ε, являющейся стандартной мерой диссипации энергии для

большинства моделей турбулентности:

Eπ = −2

3
Iρε (1.24)

Величина ε находится из дополнительного уравнения переноса. Аналогично
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предыдущим выкладкам, анизотропная диффузия ε приводит к следующему

полуэмпирическому уравнению:

ρ
∂ε

∂t
+ ρ (V · ∇) ε︸ ︷︷ ︸

конвекция

= Cε1
ε

k
Pk︸ ︷︷ ︸

порождение

−Cε2ρ
ε2

k︸ ︷︷ ︸
диссипация

+∇ ·
[(
Iµ+ Cερ

k

ε
Π

)
∇ε
]

︸ ︷︷ ︸
диффузия

−
[(

2

3
Cε1 − Cε3

)
ρε (∇ · V )

]
︸ ︷︷ ︸

поправка на сжимаемость

(1.25)

Важно заметить, что теоретически строгое выражение для порождения тур-

булентной энергии (1.23) можно получить как след от тензора порождения

рейнольдсовых напряжений (1.20):

Pk =
1

2
|tr (Pπ)| =

∣∣∣tr(symm
(
Π · (∇V )T

))∣∣∣ (1.26)

В соответствии с уравнением (1.25) порождение величины ε можно выразить

через Pk с использованием калибрационной константы Cε1:

Pε = Cε1
ε

k
Pk = Cε1

ε

k

∣∣∣tr(symm
(
Π · (∇V )T

))∣∣∣ (1.27)

Корреляционный член Φπ в уравнении переноса рейнольдсовых напря-

жений (1.18) является самым сложным для эмпирической аппроксимации.

Launder, Reece и Rodi [56] предложили разбить его на две компоненты Φπ,1 и

Φπ,2, первая из которой пытается вернуть турбулентность к состоянию изо-

тропии. В противоположность этому, вторая компонента Φπ,2 отвечает за ани-

зотропизацию турбулентности. Итоговое эмпирическое выражение для моде-

ли RSM-LRR записывается следующим образом:

Φπ = Φπ,1 + Φπ,2 = −C1ρ
ε

k
dev (Π)− C2ρ dev (Pπ) (1.28)
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Девиатор тензоров Π и Pπ в выражении выше вычисляется как

dev (·) ≡ (·)− 1

3
tr (·) I, (1.29)

где I - единичная матрица.

Собирая вместе все записанные выше эмпирические аппроксимации, мож-

но записать уравнения RSM-LRR модели турбулентности. Рассматривается

только случай анизотропной диффузии:

ρ
∂Π

∂t
+ ρ (V · ∇)Π = −2 symm

(
Π · (∇V )T

)
︸ ︷︷ ︸

порождение турбуленции

−2

3
Iρε︸ ︷︷ ︸

диссипация

+

+∇ ·
[(
Iµ+ Csρ

k

ε
Π

)
∇Π

]
︸ ︷︷ ︸

диффузия турбуленции

−C1ρ
ε

k
dev (Π)+

+ C2ρ dev
(
2 symm

(
Π · (∇V )T

))
(1.30)

ρ
∂ε

∂t
+ ρ (V · ∇) ε = Cε1

ε

k

∣∣∣tr(symm
(
Π · (∇V )T

))∣∣∣︸ ︷︷ ︸
порождение ε

−Cε2ρ
ε2

k︸ ︷︷ ︸
диссипация ε

+

+∇ ·
[(
Iµ+ Cερ

k

ε
Π

)
∇ε
]

︸ ︷︷ ︸
диффузия ε

−
[(

2

3
Cε1 − Cε3

)
ρε (∇ · V )

]
︸ ︷︷ ︸

поправка на сжимаемость

(1.31)

Стандартные значения эмпирических констант приведенной модели турбу-

лентности сведены в таблицу 1.1.

Важно отметить существования множества моделей, относящихся к

классу RSM, помимо RSM-LRR. Например, модель RSM-SSG, полученная

Speziale, Sarkar и Gatski [57]. Основное отличие RSM-SSG от RSM-LRR со-

стоит в использовании значительно более сложной эмпирической аппрокси-

мации корреляционного члена Φπ. В настоящей диссертации рассматривается

только наиболее стандартная модель RSM-LRR.
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Таблица 1.1
Стандартные значения эмпирических констант RSM-LRR модели

турбулентности.

Cs C1 C2 Cε1 Cε2 Cε3 Cε
0.22 1.8 0.6 1.45 1.9 -0.33 0.18

Изотропные модели на основе гипотезы Буссинеска

Как было отмечено выше, основным недостатком рейнольдсовых моделей

турбулентности RSM является их физическая, математическая и вычисли-

тельная сложность. Упрощение моделей возможно на основании гипотезы

Буссинеска [28, 29], который допустил существование линейной связи между

тензором рейнольдсовых напряжений Π и тензором скоростей деформаций Ṡ,

по аналогии с реологическим законом Ньютона (1.8). Исходя из этого, можно

записать:

Π = −
〈
v′iv

′
j

〉
∼ Ṡ

В соответствии с (1.8) и (1.9), данная эмпирическая зависимость принимает

вид:

Π = µt

(
∇V + (∇V )T − I

2

3
∇ · V

)
, (1.32)

где µt - турбулентная вязкость - эмпирическая величина, изменяющаяся в

пространстве и времени. В отличие от динамической (молекулярной) вяз-

кости µ, величина µt не зависит от типа жидкости, а определяется только

локальными характеристиками турбулентности течения. Суть всех моделей

турбулентности, построенных на основе гипотезы Буссинеска, заключается в

поиске распределения µt в пространстве и времени.

Подстановка выражения гипотезы Буссинеска (1.32) в уравнение Рей-

нольдса (RANS) дает:

ρ
∂V

∂t
+ ρ (V · ∇)V = ρg −∇p+∇ ·

[
µeff

(
∇V + (∇V )T − I

2

3
∇ · V

)]
(1.33)
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Следует отметить, что записанное выше уравнение Рейнольдса с учетом ги-

потезы Буссинеска в точности совпадает с уравнением Навье-Стокса (1.10) за

исключением замены коэффициента молекулярной вязкости на коэффициент

эффективной вязкости, включающий в себя две компоненты:

µeff (x, y, z, t) = µ+ µt (x, y, z, t) (1.34)

На основании гипотезы Буссинеска, Прандтлем была предложена одна из

первых моделей турбулентности - модель “пути смешения” [61]. На основании

рассуждений о процессах зарождения, переноса и распада импульса пульса-

ционной (турбулентной) компоненты скорости, Прандтль предположил, что

в сдвиговом течении величина µt должна зависеть от модуля скоростей де-

формаций:

µt = ρl2
∣∣∣∣ ∂vi∂xj

∣∣∣∣ (1.35)

Таким образом, увеличение модуля сдвига скорости ∂vi/∂xj должно приво-

дить к большей турбулизации течения. Эмпирическая величина l, названная

“путем смешения”, отражает расстояние, которое проходит отдельно выде-

ленный турбулентный вихрь от момента его зарождения до полного распада

(диссипации).

Несмотря на прочную физическую основу, модель Прандтля имеет суще-

ственный недостаток, который очевиден при рассмотрении течения жидко-

сти в цилиндрической трубе. При таком типе течения, профиль осредненной

скорости имеет свой максимум в центре трубы, а его производная в той же

точке исчезает, т.е. ∂vi/∂xj = 0, а следовательно и µt = 0 в центре трубы.

Это наблюдение резко противоречит экспериментальным измерениям, в со-

ответствии с которыми турбулентность максимальна в центре трубопровода

[32, 44]. В настоящее время, модель Прандтля не используется для практиче-

ских расчетов. Однако она была положена в основу более сложных моделей,

практическая применимость которых является значительно более широкой.
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Двухпараметрические модели на основе гипотезы Буссинеска

Связка Прандтля-Колмогорова [32] дает следующее выражение для тур-

булентной вязкости:

µt = Cµρ
k2

ε
(1.36)

Видно, что в соответствии с данной эмпирической параметризацией турбу-

лентная вязкость зависит не только от кинетической энергии турбуленции k,

но и от скорости ее диссипации ε. Важно подчеркнуть, что энергия турбу-

ленции k определяется уравнением (1.23), справедливым только для случая

изотропной турбуленции. Таким образом, модели турбулентности, основан-

ные на связке Прандтля-Колмогорова (1.36), строго справедливы только для

изотропной турбуленции. Несмотря на это, их практическая применимость

была продемонстрирована для гораздо более широкого класса задач.

Удобство формулы (1.36) состоит в том, что форма уравнений переноса

k и ε была уже получена ранее, см. (1.19) и (1.25). Таким образом, насто-

ящий подход имеет строгую физическую и математическую основу. Однако

для использования уравнений (1.19) и (1.25) на практике требуется их эм-

пирическое замыкание по аналогии с моделями рейнольдсовых напряжений

RSM, рассмотренных выше.

Подставляя гипотезу Буссинеска (1.32) в уравнения (1.20) и (1.26) можно

получить аналитически строгое выражение для порождения турбулентной

энергии k:

Pk = −Π · (∇V )T = µt

(
∇V + (∇V )T − I

2

3
∇ · V

)
: (∇V )T =

= µt

(
∇V + (∇V )T − I

1

3
tr
(
∇V + (∇V )T

))
: (∇V )T =

= µt dev
(
∇V + (∇V )T

)
: (∇V )T , (1.37)

где тензорное произведение A : B =
∑

i,j Ai,jBi,j; а девиатор dev (·) задан вы-

ражением (1.29). Эмпирические выражения для остальных членов уравнений
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k и ε заимствуются из уравнений RSM модели турбулентности (1.30) и (1.31)

с соответствующими адаптациями для случая изотропной турбуленции.

В окончательном виде двухпараметрическая модель турбулентности k−ε

была получена Лаундером и Сполдингом [62], а ее вариация для течения

сжимаемых жидкостей предложена позже S.H. El Tahry [63]:

ρ
∂k

∂t
+ ρ (V · ∇) k = µt dev

(
∇V + (∇V )T

)
: (∇V )T︸ ︷︷ ︸

порождение турбуленции

−ρε︸︷︷︸
диссипация

+

+∇ ·
[(
µ+

µt
σk

)
∇k
]

︸ ︷︷ ︸
диффузия турбуленции

−2

3
ρk (∇ · V )︸ ︷︷ ︸

поправка на сжимаемость

(1.38)

ρ
∂ε

∂t
+ ρ (V · ∇) ε = Cε1

ε

k
µt dev

(
∇V + (∇V )T

)
: (∇V )T︸ ︷︷ ︸

порождение ε

−Cε2ρ
ε2

k
+︸ ︷︷ ︸

диссипация ε

+∇ ·
[(
µ+

µt
σε

)
∇ε
]

︸ ︷︷ ︸
диффузия ε

−
(
2

3
Cε1 − Cε3

)
ρε (∇ · V )︸ ︷︷ ︸

поправка на сжимаемость

(1.39)

Стандартная k− ε модель турбулентности показала хорошие результаты при

расчете трехмерных высокорейнольдсовых течений с развитой турбулентно-

стью, в которых анизотропия турбулентности играет второстепенную роль.

Значения эмпирических постоянных k − ε модели турбулентности сведены в

таблицу 1.2.

Таблица 1.2
Стандартные значения эмпирических констант k − ε модели

турбулентности.

Cε1 Cε2 Cε3 Cµ σk σε
1.44 1.92 -0.33 0.09 1.0 1.3

Несмотря на положительные качества, k−ε модель турбулентности пока-

зала количественно или даже качественно неверные результаты при расчете

довольно широкого ряда течений. Одним из проблематичных случаев являет-

ся течение в турбулентном пограничном слое, при котором число Рейнольдса
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существенно уменьшается при приближении к стенке, вплоть до возникнове-

ния ламинарного пограничного слоя в непосредственной близости от твердой

границы. Наиболее значительные ошибки проявляются в том случае, если

возникает отрыв пограничного слоя от твердой стенки. Именно для таких

типов течений позже Вилкоксом [58] была разработана вариация двухпара-

метрических моделей турбулентности, а именно низкорейнольдсовая модель

k − ω.

Особенно широкое распространение нашла модель SST (Shear Stress

Transport), разработанная Ментером [64, 65] и представляющая собой комби-

нацию k−ε и k−ω моделей. Первая из моделей работает в высокорейнольдсо-

вых областях течения, удаленных от твердых границ, в то время как вторая

модель включается при приближении к твердой стенке для учета отрыва по-

граничного слоя в том случае, если он возникает. Также следует отметить

существование большого количества других двухпараметрических моделей

турбулентности, но все они так или иначе являются разновидностями k − ε

или k − ω моделей.

Модели крупных вихрей

Очевидно, что использование достаточно мелких расчетных ячеек позво-

ляет смоделировать напрямую некоторые крупные турбулентные вихри. То

есть, некоторую часть спектра турбулентности в области малых волновых чи-

сел k , см. рис. 1.7, находится напрямую из решения уравнений Навье-Стокса

без привлечения каких-либо моделей турбулентности. В этом случае, так на-

зываемая “подсеточная” модель турбулентности (subgrid-scale model) должна

учесть только неучтенную часть спектра турбулентности в области высоких

волновых чисел k . Из этого следует, что величина турбулентной вязкости µt

в моделях крупных вихрей (Large Eddy Simulation - LES) должна быть ниже

по сравнению с двухпараметрическими моделями k − ε и k − ω.

Первая модель данного класса была предложена Смагоринским [66] для

изучения атмосферных течений и погодных явлений. В качестве простран-
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ственного фильтра, делящего спектр турбулентной энергии на две указанные

выше части, было предложено использовать локальный размер ячеек расчет-

ной сетки:

∆ =
3
√
Ω, (1.40)

где Ω - объем выделенной ячейки расчетной сетки. Эмпирическое выражение

для турбулентной вязкости в модели Смагоринского записывается следую-

щим образом:

µt = Csρ∆
2
∣∣∣Ṡ∣∣∣ = Csρ∆

2
√

(∇V + (∇V )T ) : (∇V )T (1.41)

Аналогично другим моделям турбулентности на основе гипотезы Буссинеска,

величина µt подставляется в уравнение Рейнольдса (1.33). Эмпирическая кон-

станта в модели Смакоринского выбирается равной Cs = 0.1.

Очевидно, что LES модель Смагоринского значительно проще двухпара-

метрических моделей k− ε и k−ω. С другой стороны, данная модель может

быть использована только на очень мелких расчетных сетках, обеспечиваю-

щих низкую величину пространственного фильтра ∆. Это, в свою очередь,

обуславливает ее высокие требования к вычислительным ресурсам. Несмотря

на это, для большого количества течений, модель LES не дает выигрыша в

точности, по сравнению с моделями k − ε и k − ω.

Следует также подчеркнуть, что модели рейнольдсовых напряжений RSM

и двухпараметрические модели k−ε и k−ω дают решение только для осред-

ненной части поля скоростей. Характеристики турбулентности сконцентриро-

ваны в рейнольдсовых напряжениях или в величине турбулентной вязкости.

С другой стороны, модели крупных вихрей LES разрешают некоторую часть

спектра турбулентности напрямую. То есть, поле скоростей, определяемое

моделями LES, включает в себя как осредненную компоненту скорости, так

и некоторую часть пульсационной компоненты скорости. Полученные пуль-

сационные компоненты скорости, в свою очередь, формируют турбулентные
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вихри крупных размеров. Данная особенность моделей LES выделяет их из

большого количества других моделей турбулентности.

Метод пристеночных функций

Высокорейнольдсовые модели турбулентности, такие как k − ε, не позво-

ляют описать области течения, в которых наблюдается ламинаризация пото-

ка. К таким случаям относится, например, пограничный слой. Как известно,

в развитых турбулентных течениях пограничный слой состоит из трех об-

ластей: вязкого, буферного и турбулентного подслоя [37, 67]. Для описания

всего пограничного слоя требуется определить границы каждого из его под-

слоёв.

В теории пограничного слоя [37, 59, 67] вводится величина динамической

скорости (friction velocity):

u∗ =

√
τw
ρ
, (1.42)

где τw - касательные напряжения, возникающие непосредственно на твердой

стенке. Следует отметить, что скорость течения вблизи стенки стремится к

нулю, а напряжения Рейнольдса исчезают. Также величину τw, а следова-

тельно и u∗, можно довольно легко измерить экспериментально. Опираясь

на величину динамической скорости вводится безразмерная скорость тече-

ния в пограничном слое u+, а также безразмерная координата в пределах

пограничного слоя y+, т.е. безразмерное расстояние до твердой стенки:

u+ =
u

u∗
=

u√
τw/ρ

, (1.43)

y+ =

√
τw/ρ

ν
y =

u∗

ν
y, (1.44)

где y - физическая координата (расстояние до твердой стенки), а ν - кинема-

тическая вязкость жидкости.

До настоящего времени не удалось найти аналитическое решение для ско-

рости течения в пределах турбулентного пограничного слоя u+ = u+ (y+).
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Количественная оценка данной скорости возможна только эмпирическим пу-

тем. Одна из возможных эмпирических аппроксимаций выглядит следующим

образом:

u+ =


y+ ; 0 ≤ y+ ≤ 5 ; вязкий подслой

5.0 ln y+ − 3.0 ; 5 < y+ ≤ 30 ; буферный подслой
1

κ
ln
(
Ey+

)
; 30 < y+ ≤ 400 ; турбулентный подслой

(1.45)

Постоянные турбулентного (логарифмического) слоя обычно выбираются

следующим образом [59]: постоянная Кармана κ = 0.41; постоянная шерохо-

ватости E = 8.8 для гладкой поверхности. Следует отметить, что для боль-

шинства оценок буферным подслоем пренебрегают.

При использовании k−ε модели турбулентности, размер первого слоя яче-

ек расчетной сетки, расположенных непосредственно на твердой стенке, нуж-

но выбирать исходя из того, чтобы вязкий подслой полностью накрывался

данными пристеночными ячейками. На практике это означает, что координа-

ты центров пристеночных ячеек должны лежать в диапазоне 30 ≤ y+ ≤ 300.

В этом случае теория пограничного слоя (1.45) дает следующие эмпирические

оценки турбулентной вязкости (1.36) в пристеночных ячейках сетки [59]:

y+ = C
1
4
µρ

√
k

µ
y, (1.46)

µt =
µκ y+

ln (Ey+)
, (1.47)

где Cµ - постоянная k − ε модели турбулентности, см. таблицу 1.2.

Описанный эмпирический метод аппроксимации турбулентной вязкости в

пределах пограничного слоя носит названия метода пристеночных функций.

Поскольку этот метод опирается на чересчур упрощенное представление о

течении в пограничном слое (1.45), он не позволяет рассчитать ряд важных
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физических явлений, например, отрыв пограничного слоя. Однако в том слу-

чае, если отрыв пограничного слоя невозможен в той или иной задаче, метод

пристеночных функций является способом упрощения задачи и ускорения

вычислений. Кроме того, метод пристеночных функций - это, фактически,

единственный способ учесть ламинаризацию течения в пограничном слое в

рамках высокорейнольдсовых моделей турбулентности.

1.3. Слабая и гидродинамическая турбулентность в поверхност-

ных волнах

Некоторые явления в ламинарных течениях проявляют схожесть с турбу-

лентностью. Подобные явления возникают, например, в поверхностных вол-

нах на воде, а наблюдаемые нелинейные процессы при распространении дан-

ных волн принято называть “слабой турбулентностью”. Кроме того, обруше-

ние волн или воздействие ветра может приводить к турбулизации объема

жидкости, по поверхности которой распространяются волны. В этом случае

эффекты слабой и сильной турбулентности сосуществуют.

1.3.1. Потенциальные поверхностные волны

Волны на поверхности воды могут иметь разную природу в зависимости

от возбуждающей силы. В настоящей диссертации будут рассматриваться

только гравитационные волны, в которых восстанавливающей силой явля-

ется гравитация. Для простоты можно считать, что большая часть морских

волн относятся к гравитационным. Волна, бегущая по поверхности воды, воз-

буждает соответствующее периодическое течение, которое может занимать

как всю толщу воды, так и некоторую ее часть, расположенную вблизи сво-

бодной поверхности. По аналогии с пограничным слоем, эта область толщи

воды называется слоем смешения (Mixing Layer). Задача о динамике распро-

странения поверхностной волны сводится к поиску течения жидкости.
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В том случае, если высота волны невелика, скорости течения, вызванного

данной волной, обычно невысокие. Даже с учетом того, что пространствен-

ный масштаб (длина волны λ) может составлять несколько метров или даже

десятков метров, число Рейнольдса обычно лежит в ламинарном или пере-

ходном диапазоне [68]:

Re =
ρg1/2λ3/2

µ
≲ O

(
104
)

(1.48)

Здесь ρ и µ - плотность и динамическая вязкость воды, соответственно; g -

ускорение свободного падения; λ - длина волны. Также принято допускать

потенциальность течения:

∇× V = 0, (1.49)

V = −∇φ, (1.50)

где φ - функция потенциала. Подставляя определение скорости (1.50) в

уравнение неразрывности (1.12), а также полагая постоянство плотности

(ρ = const), можно записать уравнение Лапласа для потенциала:

∇2φ = 0 (1.51)

Полученное уравнение (1.51) существенным образом упрощает задачу, по-

скольку оно допускает разделение переменных [69]. Для волны, распростра-

няющейся в направлении оси x можно записать:

φ (x, z, t) = X (x) Z (z) T (t) (1.52)

Данное выражение раскладывает задачу на две:

1. Первая задача заключается в поиске функции T (t), определяющей ди-

намику распространения волны. Эта часть является наиболее сложной.

2. Вторая задача заключается в поиске функций X (x) и Z (z), определя-
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ющих пространственную форму течения в заданный момент времени.

Причем, решение уравнения Лапласа ищется в форме тригонометриче-

ской функции X (x) и экспоненциальной функции Z (z).

Для поиска функции T (t) рассматривается краевая задача, схема кото-

рой представлена на рис. 1.8. Свободная поверхность (поверхность раздела

фаз) в невозмущенном состоянии расположена на высоте z = 0, в то время

как возмущение в форме бегущей волны распространяется в положительном

направлении оси x. Граничное условие (ГУ) непроницаемости на дне Γb име-

ет простую форму, а именно ∂φ/∂z|Γb
= 0. С другой стороны, на свободной

поверхности возникают два граничных условия, первое из которых также

задает условие непроницаемости, а второе представляет из себя закон со-

хранения импульса. Их принято называть кинематическим и динамическим

граничным условием (КГУ и ДГУ), соответственно.

Рис. 1.8. Схема краевой задачи об одномерной волне на поверхности воды.

На рисунке схематично показана монохроматическая волна: λ - длина волны; H - высота
волны; h - средняя глубина воды; η(x, z, t) - локальный подъем свободной поверхности,
изменяющийся в пространстве и времени. Γfs, Γb, ΓL - поврехности домена, на которых

задаются соответствующие граничные условия (ГУ).

В соответствие с [69], ДГУ можно получить из уравнения Навье-Стокса

(1.10) после исключений из него вязких сил (µ = 0). После подстановки (1.50)
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в (1.10), ДГУ приобретает вид нестационарного уравнения Бернулли. Полная

система уравнений, описывающих динамику бегущей поверхностной волны,

приходит к следующему виду:

∇2φ = 0, в пределах домена Ω (1.53)
∂φ

∂t
= gη +

1

2
|∇φ|2︸ ︷︷ ︸
I

+
p

ρ
, на границе Γfs (1.54)

∂η

∂t
− (∇x,yφ) · (∇x,yη)︸ ︷︷ ︸

II

= −∂φ
∂z
, на границе Γfs (1.55)

∂φ

∂z
= 0, на границе Γb (1.56)

условие периодичности на ΓL

Здесь η(x, z, t) - локальный подъем свободной поверхности, как показано на

рис. 1.8. Заметим, что оператор градиента ∇x,y =
{

∂
∂x ,

∂
∂y

}
берется только в

горизонтальных направлениях x и y. Также, |∇φ|2 =
(
∂φ
∂x

)2
+
(
∂φ
∂y

)2
+
(
∂φ
∂z

)2
.

В случае распространения волны только в направлении x как показано на

рис. 1.8, координата y исключается из уравнений: ∇x,y → ∇x.

Несмотря на то, что течение в пределах домена Ω определяется линейным

уравнением Лапласа (1.53), граничные условия (1.54) и (1.55) вносят в задачу

нелинейность из-за наличия конвективных слагаемых I и II. Первый подход

заключается в пренебрежении членами I и II, что дает аналитическое реше-

ние линейной проблемы. С другой стороны, имеются способы частичного или

полного учета нелинейностей I и II, дающие приближенное решение полной

системы уравнений.

Линейная задача имеет смысл, если максимальная крутизна волны ϵ≪ 1:

ϵ = max

(
∂η

∂x

)
= k a, (1.57)

где a - амплитуды волны; k - ее волновое число. Для практических расчетов
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малая крутизна волны означает, что ϵ < 0.05. При этом, волны могут со-

хранять свою устойчивость вплоть до ϵ ∼ 0.3...0.4. Таким образом, линейная

задача применима в очень ограниченном количестве случаев. Тем не менее,

она используется в качестве отправной точки в более сложных моделях.

Решение линейной задачи для монохроматической волны можно записать

следующим образом [69, 70, 71]:

η (x, t) =
1

2
Aei(k x−ωt) + к.с. (1.58)

φ (x, z, t) = iA
g

2ω

cosh (k (h+ z))

cosh (k h)
ei(k x−ωt) + к.с. (1.59)

Здесь “к.с.” - комплексное сопряжение; k = 2π/λ - волновое число; ω = 2π/T

- круговая частота; T - период волны; h - средняя глубина воды (см. рис. 1.8);

i =
√
−1 - комплексная единица. Комплексная амплитуда A включает в себя

как абсолютную величину амплитуды a, так и начальную фазу волны ϕ0:

A = aeiϕ0 (1.60)

Также следует отметить, что волновое число и круговая частота должны

удовлетворять дисперсионному соотношению линейной теории волн [69, 70,

71]:

ω2 = gk tanh (k h) (1.61)

Поскольку полученные выражения (1.58) и (1.59) удовлетворяют линей-

ным дифференциальным уравнениям, то их линейная суперпозиция также

будет удовлетворять этим уравнениям. Поэтому, следующее выражение так-

же является решением линейной задачи:

η (x, t) =
N∑
j=1

1

2
Aj

(
ωj, k j

)
ei(k jx−ωjt) + к.с. (1.62)
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Выражение (1.62) позволяет задать сложную форму свободной поверхности

однонаправленной поверхностной волны, состоящей из N гармоник, каждая

из которых характеризуется частотой ωj и волновым числом k j. Функция

A2 (k , ω) представляет собой энергетический спектр поверхностной волны.

Представленный в данном случае спектр является дискретным, в то время

как можно задать также и непрерывный спектр волн устремив N → ∞.

1.3.2. Теория Захарова, слабая турбулентность

Основная проблема линейной теории поверхностных волн заключается в

полном пренебрежении нелинейных эффектов, которые начинают оказывать

существенное влияние с ростом крутизны волн ϵ > 0.05. Начало развития тео-

рии слабо-нелинейных волн было положено Стоксом, впервые применившим

метод разложения по малому параметру ϵ [72, 73]. Согласно этому методу, ре-

шение полной системы уравнений (1.53)-(1.56) для монохроматической волны

ищется в виде бесконечного ряда [70, 73]:

η = ϵη(1) + ϵ2η(2) + ... (1.63)

φ = ϵφ(1) + ϵ2φ(2) + ... (1.64)

Следует отметить, что первые компоненты ряда η(1) и φ(1) полностью

совпадают с решением линейной задачи (1.58) (1.59). Эти компоненты да-

ют свободные волны. Добавочные члены второго порядка по ϵ, т.е. η(2) φ(2),

опираются на решения первого порядка η(1) и φ(1) и поэтому формируют свя-

занные волны. Особенностью связанных волн является то, что они движутся

со скоростью основной (несущей) свободной волны. Также они возникают на

частотах и волновых числах кратных несущей волне. То есть, если свободная

волна η(1) имеет частоту ω(1) и волновое число k (1), то связанная волна второ-

го порядка будет распространяться на частоте ω(2) = 2ω(1) и иметь волновое

число k (2) = 2k (1). Если продолжить ряды (1.63) и (1.64) до 3-го и последу-
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ющего порядков, то будем иметь связанные волны ω(3) = 3ω(1), k (3) = 3k (1) и

т.д. Решение для волны Стокса вплоть до 5-го порядка было получено в [74].

Описанная ситуация относится только к монохроматической волне, име-

ющей одну несущую частоту (частоту свободной волны). В том случае, ес-

ли возникает несколько свободных волн на разной частоте, т.е. речь идет о

спектре (1.62), ситуация усложняется. Для примера рассмотрим случай двух

свободных волн, имеющих частоты ω
(1)
1 и ω(1)

2 . Эти две свободные волны по-

рождают четыре связанные волны на 2-ом порядке [75]: 2ω(1)
1 , 2ω(1)

2 , ω(1)
1 +ω

(1)
2 ,

ω
(1)
1 −ω(1)

2 . На 3-ем порядке возникает еще несколько связанных волн на часто-

тах ω(3) = ±ω(1)
1 ± ω

(1)
2 ± ω

(1)
3 . Аналогичным образом вычисляются волновые

числа на 2-ом и 3-ем порядке.

Кроме того, было обнаружено, что свободные волны 1-го порядка в спек-

тре являются неустойчивыми. Рассмотрим тот же случай двух свободных

гармоник k (1)
1 и k (1)

2 . Нелинейное взаимодействие этих гармоник приводит к

внезапному росту третьей гармоники с резонансным волновым числом k (1)
3 ,

удовлетворяющем следующему соотношению: 2k (1)
3 = k (1)

1 + k (1)
2 . Таким об-

разом, часть энергии 1-ой и 2-ой свободной волны “перетекает” на другую

резонансную частоту спектра, что приводит к появлению новой волны, из-

начально полностью отсутствовавшей в спектре. Следует подчеркнуть, что

новая волна k (1)
3 является свободной, а не связанной.

Нелинейный процесс переноса энергии между свободными волнами был

обнаружен Филлипсом в 1960 году [75, 76]. Позже Захаров [77] построил ана-

литическую теорию нелинейных процессов, протекающих в поверхностных

волнах. Пользуясь гамильтоновым формализмом, им было получено интегро-

дифференциальное уравнение Захарова, представляющее собой компактную

форму записи задачи (1.53)-(1.56) в Фурье пространстве. Позже это уравне-

ние было получено в рамках классического разложения по малому параметру

[78, 79, 80, 81], а также была получена уточненная гамильтонова формули-

ровка [82].
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Для вывода уравнения Захарова для одномерной волны вводятся кано-

нические переменные η(x, t) и φs = φ (x, z = η(x, t), t). Далее задача (1.53)-

(1.56) формулируется в этих переменных [75, 78, 79]. Применяя преобразова-

ние Фурье вида

η̂ (k , t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
η (x, t) exp (ik x) dx (1.65)

задача сводится к поиску комплексных амплитуд B(1), которые относятся к

амплитудам A(1) (1.60), (1.62) следующим образом:

B(1)(k ) =

√
2g

ω(k )
A(1)(k ) (1.66)

В результате, уравнение эволюции свободных волн (переноса энергии между

гармониками спектра) запишется [75, 77, 78, 79]:

i
∂B(1)

∂t
= I(3)(k , t) + I(4)(k , t) + ... (1.67)

Здесь вклад 3-го порядка I(3) описывает квартетные нелинейные взаимодей-

ствия гармоник: перенос энергии из трех независимых гармоник k (1)
1 , k (1)

2 и

k (1)
3 в четвертую резонансную гармонику k (1) Условие резонанса выглядит

следующим образом: k (1) + k (1)
1 = k (1)

2 + k (1)
3 . По аналогии, вклад 4-го по-

рядка I(4) описывает квинтетные взаимодействия между пятью свободными

волнами.

Пренебрегая вкладом 4-го ( I(4) ) и более высоких порядков нелинейности

в (1.67), можно окончательно записать уравнение Захарова 3-го порядка:

i
∂B(1)

∂t
=

∫∫∫ +∞

−∞
T<2>0,1,2,3B

(1)
1

∗
B

(1)
2 B

(1)
3 δ2301e

i∆23
01tdk 1dk 2dk 3 (1.68)

В этом уравнении ∗ означает комплексное сопряжение; T<2>0,1,2,3 - сложная
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функция, называемая ядром. Записанное уравнение описывает нелинейный

процесс переноса энергии из гармоник B
(1)
1

(
ω
(1)
1 , k (1)

1

)
, B(1)

2

(
ω
(1)
2 , k (1)

2

)
и

B
(1)
3

(
ω
(1)
3 , k (1)

3

)
в гармонику B(1)

(
ω(1), k (1)

)
. Однако такой перенос возни-

кает только при выполнении точного резонанса

δ2301 = k (1) + k (1)
1 − k (1)

2 − k (1)
3 = 0 (1.69)

и околорезонансного условия

∆23
01 = ω(1) + ω

(1)
1 − ω

(1)
2 − ω

(1)
3 ∼ O

(
ϵ2
)

(1.70)

Подробный анализ этих условий можно найти, например, в [75, 78, 79].

Наряду с нелинейным взаимодействием свободных волн, описываемым

уравнением (1.68), на 2-ом и 3-ем порядке нелинейности возникает два набора

связанных волн, а именно B(2) и B(3). Согласно теории Захарова, комплекс-

ные амплитуды этих волн определяются следующим образом:

B(2) = −
∫∫ +∞

−∞

{
V <1>
0,1,2 B

(1)
1 B

(1)
2 δ120

ei∆
12
0 t

∆12
0

+ V <2>
0,1,2 B

(1)
1

∗
B

(1)
2 δ201

ei∆
2
01t

∆2
01

+

V <3>
0,1,2 B

(1)
1

∗
B

(1)
2

∗
δ012

ei∆012t

∆012

}
dk 1dk 2

(1.71)

B(3) = −
∫∫∫ +∞

−∞

{
T̃<1>0,1,2,3B

(1)
1 B

(1)
2 B

(1)
3 δ1230

ei∆
123
0 t

∆123
0

+

(
T̃<2>0,1,2,3 − T<2>0,1,2,3

)
B

(1)
1

∗
B

(1)
2 B

(1)
3 δ2301

ei∆
23
01t

∆23
01

+

T̃<3>0,1,2,3B
(1)
1

∗
B

(1)
2

∗
B

(1)
3 δ3012

ei∆
3
012t

∆3
012

+

T̃<4>0,1,2,3B
(1)
1

∗
B

(1)
2

∗
B

(1)
3

∗
δ0123

ei∆0123t

∆0123

}
dk 1dk 2dk 3

(1.72)

Выражения для ядер V , T и T̃ являются чрезмерно сложными и громоздки-

ми, в связи с чем они приведены в приложении 1.
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Уравнение (1.68) определяет детерминированную задачу, для решения ко-

торой необходимо знать точные начальные условия, включая мгновенные фа-

зы всех гармоник ϕ0 (1.60). Провести столь точные измерения в условиях оке-

ана невозможно, в связи с чем для описания крупномасштабных волновых

процессов часто используют статистическое описание с помощью кинетиче-

ского уравнения, впервые полученного Хассельманном [83, 84, 85]. Предпо-

лагается, что система волн является статистически однородной, а фазы от-

дельных колебаний полностью хаотизированы. Также предполагается слабая

нелинейность процессов при малой крутизне волн ϵ, что дает незначительное

отклонение статистических свойств от линейных волн (1.62), для которых

справедливо распределение Гаусса.

Кинетическое уравнением можно получить из уравнения (1.68), домно-

жив его на B(1)∗ с двух сторон [86, 87, 88]. После осреднения по време-

ни аналогично (1.4), записывается уравнение для коррелятора 2-го поряд-

ка
〈
B(1)∗B

(1)
1

〉
=
〈
B2
〉
δ10. Полученное таким образом кинетическое уравне-

ние для средних квадратов амплитуд волн
〈
B2
〉

описывает процесс переноса

энергии в спектре нелинейных волн [87, 88, 89].

Было обнаружено [86, 90, 91, 92], что точное решение кинетического урав-

нения показывает перетекание энергии в спектре волн между гармониками,

вызванное нелинейными процессами в уравнении Захарова (1.68). При этом,

в области достаточно больших волновых чисел k устанавливается универ-

сальный спектр, определяемый только потоком энергии вдоль области этих

волновых чисел k . Примечательно то, что форма данного универсального

спектра аналогична спектру Колмогорова (1.6) (см. рис. 1.6), а процесс пере-

носа энергии схож с каскадом Колмогорова. Точное решение кинетического

уравнения для спектра поверхностных волн показало [86, 92]:

E(k ) ∼
〈
B2
〉
∼ k − 7

3 . (1.73)
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Таким образом, процессы в стохастических нелинейных поверхностных

волнах математически схожи с процессами, наблюдаемыми в гидродинами-

ческой турбулентности. Поэтому, перенос энергии в спектре нелинейных волн

принято называть слабой турбулентностью. При этом следует подчеркнуть,

что на физическом уровне слабая турбулентность не имеет отношения к гид-

родинамической турбулентности [86].

Математически строгая теория слабой турбулентности достаточно хоро-

шо разработана (в отличие от гидродинамической турбулентности) и широко

применяется на практике. Однако она описывает только некоторую часть

процессов в океане и ограничивается волнами умеренной крутизны ϵ (уме-

ренной высоты). С ростом ϵ усиливаются нелинейные процессы, и уравнение

Захарова (1.68) начинает давать все нарастающую погрешность [93, 94]. Это

связано с разными процессами, но в первую очередь с ростом числа Рей-

нольдса (1.48) и соответствующей турбулизации течения [95]. Это приводит

к неверности допущения о потенциальности течения (1.49) и (1.50).

Более того, чрезмерный рост высоты волн приводит к потере устойчиво-

сти гребней и, впоследствии, к их обрушению [69, 96, 97]. Было установлено

[98, 99], что предельная крутизна волны не может превышать ϵ ≲ 0.44. Во

время обрушения, свободная поверхность перестает быть гладкой и непре-

рывной, а газовая и жидкая фазы взаимно проникают друг в друга, образуя

пузыри и водяной спрей [100, 101, 102]. При этом, значительная часть энергии

поверхностных волн переходит в энергию гидродинамической турбулентно-

сти [103, 104], что окончательно делает теорию Захарова (1.68) непримени-

мой. С учетом того, что обрушение волн - это очень частое явление в океане

[105], требуется разработка методов учета этого явления и корректировки

уравнений (1.53)-(1.56).

Дополнительно к описанным процессам, в океане существуют сдвиговые

течения [106, 107, 108], которые также не являются потенциальными и не мо-

гут быть учтены в (1.53)-(1.56). Кроме того, действие ветра формирует новые



72

сдвиговые течения в верхнем слое океана (в слое смешения) и турбулизиру-

ет толщу воды. Пример развития турбулентности в верхнем слое смешения

океана под воздействием ветра показан рис. 1.9, заимствованном из [104]. В

момент времени t = 18.1 сек (а и б на рис. 1.9) возникает неустойчивость;

при t = 19.3 сек (в и г) образуются грибообразные структуры, направленные

в толщу воды. В момент t = 20.0 сек и t = 20.7 сек (д, е, ж, з) структу-

ры становятся трехмерными и происходит турбулизация толщи воды. При

t = 21.7 сек (и, к) очевидна развитая турбулентность.

Рис. 1.9. Развитие турбулентности в толще воды под воздействием ветра. Рисунок
заимствован из [104].

Свободная поверхность расположена на отметке z = 0, а ось y направлена поперек ветра.
На рисунках (б), (г), (е), (з), (к) показано распределение чернил в толще воды,

зафиксированное в лаборатории. Рисунки (а), (в), (д), (ж), (и) соответствуют прямому
численному счету с применением уравнений Крейка-Лейбовича (модифицированные
уравнения Навье-Стокса). Рисунки (а) и (б) соответствуют t = 18.1 сек; (в) и (г) -
t = 19.3 сек; (д) и (е) - t = 20.0 сек; (ж) и (з) - t = 20.7 сек; (и) и (к) - t = 21.7 сек.

Учет указанных явлений, включая рост гидродинамической турбулентно-

сти, невозможен в рамках строгой аналитической теории. Аналогично про-

блемам, рассмотренным в разделе 1.2., требуется привлечение эмпирических

поправок и моделей, включая модели турбулентности.
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1.3.3. Гидродинамическая турбулентность в квази-

потенциальных волнах

Как было указано выше, в большинстве случаев слабая волновая тур-

булентность сосуществует с сильной гидродинамической турбулентностью.

При этом, основным источником гидродинамической турбулентности можно

считать обрушение волн, возникающее из-за превышения энергии отдельно

выделенного гребня определенного порога. В результате, гребень теряет спо-

собность переносить столь большую энергию, теряет свою устойчивость и раз-

рушается. Обрушение гребня волны порождает вторичные течения, которые

не встречаются в случае потенциальных волн, описываемых системой (1.53)-

(1.56). Эти вторичные течения являтся вихревыми, то есть в них ∇× V ̸= 0.

Более того, в них обнаруживается значительная хаотичность, присущая тур-

булентности [96, 97, 109, 103]. Пример обрушивающегося гребня показан на

рис. 1.10(а), а вторичное турбулентное течение, порожденное обрушением и

измеренное в лаборатории, показано на рис. 1.10(б).

Можно заметить, что модели сильной турбулентности, основанные не ги-

потезе Буссинеска (см. раздел 1.2.3.) допускают, что процесс диссипации энер-

гии осредненного течения ⟨V ⟩2 в энергию турбулентности
〈
v′iv

′
j

〉
можно пара-

метризировать величиной турбулентной вязкости µt (1.8). Физически турбу-

лентная вязкость увеличивает силы вязкого трения тормозя течение, а работа

этих сил приводит к порождению гидродинамической турбуленции. Анало-

гичным способом было предложено параметризировать диссипацию волновой

энергии в энергию гидродинамической турбуленции в результате обрушения

волн. Для этого требуется модифицировать уравнения динамического (1.54)

и кинематического (1.55) граничных условий.

Уравнение Рейнольдса (1.11) для двумерного турбулентного течения
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(а)

(б)

Рис. 1.10. (а) Процесс обрушения поверхностной волны, зафиксированный в лаборатоии
[110]; (б) развитие во времени вторичного турбулентного течения, индуцированного

обрушением поверхностной волны и измеренного в лаборатории [103]. Ось z направлена
вертикально вверх, а координата z = 0 соответствует положению среднего уровня воды.

Горизонтальная ось направлена вдоль направления распространения бегущей волны.
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несжимаемой жидкости запишется:

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ w

∂u

∂z
= −1

ρ

∂p

∂x
+

1

ρ

∂π

∂z
, (1.74)

где V = {u,w} - вектор скорости. Пользуясь гипотезой Буссинеска можно

записать:

π = µt

(
∂u

∂z
+
∂w

∂x

)
(1.75)

Подставляя (1.75) в (1.74), а также выражая скорость через потенциал со-

гласно (1.50) можно записать модифицированное граничное условие (ДГУ)

для квази-потенциального течения:

∂φ

∂t
= gη − 1

2
|∇φ|2 + p

ρ
+ 2νt

∂2φ

∂s2
, (1.76)

где s - локальная ось координат, направленная вдоль свободной поверхности;

νt - турбулентная (вихревая) вязкость.

Для модификации кинематического граничного условия (КГУ) предполо-

жим, что вектор скорости состоит из потенциальной компоненты и флукту-

ационной, соответствующей турбулентной части течения:

V = −∇φ− V ′, (1.77)

где флуктуационная скорость имеет две компоненты: V ′ = {u′, w′}. Также

предполагается, что турбулентность является слабой, а именно |V ′| ≪ |∇φ|.

Также полагается, что горизонтальная компонента флуктуационной скорости

доминирует w′ ≪ u′. Условие отсутствия вязкой силы (1.75) на свободной

поверхности запишется:

∂u

∂z
+
∂w

∂x
+
∂u′

∂z
+

�
�
�
�7
0

∂w′

∂x
= 0 (1.78)
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Подставляя (1.77) в записанное уравнение можно получить:

∂u′

∂z
= 2

∂2φ

∂x∂z
(1.79)

Далее записывается линеаризованное уравнение Навье-Стокса для флук-

туационной компоненты скорости u′:

∂u′

∂t
= νt

∂

∂z

(
∂u′

∂z
+

�
�
��∂w′

∂x

)
(1.80)

Дифференцируя (1.80) по x, а также замечая, что ∂u′/∂x = −∂w′/∂z (1.78)

можно записать:

�
�
��∂

∂z

∂w′

∂t
= −νt

�
�
��∂

∂z

∂

∂x

∂u′

∂z
(1.81)

Подстановка (1.79) в (1.81) дает:

∂w′

∂t
= −2νt

∂3φ

∂x2∂z
(1.82)

Уравнение (1.82) принято записывать через векторную функцию тока

Ψ = {0, 0, ψ}, которая задает флуктуационную скорость V ′ = −∇ × Ψ.

В конечном виде кинематическое граничное условие (КГУ) для квази-

потенциального течения выглядит следующим образом:
∂η

∂t
− ∂φ

∂x

∂η

∂x
= −∂φ

∂z
−∂ψ
∂x︸ ︷︷ ︸

∇×Ψ

∂

∂t

∂ψ

∂s
= 2νt

∂3φ

∂s2∂n

, (1.83)

где s и n - локальные оси координат, направленная вдоль свободной поверх-

ности и нормально к ней.

Уравнение Лапласа (1.53), а также ДГУ (1.76) и КГУ (1.83) являются ос-

новой теории слабо-демпфированных квази-потенциальных поверхностных

волн, впервые предложенной в работе [111]. В отличие от нелинейной систе-
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мы (1.53)-(1.56), модель квазипотенциальных поверхностных волн позволяет

учесть диссипацию их энергии в результате обрушения, приводящую к по-

рождению гидродинамической турбулентности [112, 113, 114]. Для этого, ана-

логично двухпараметрическим моделям турбулентности (см. раздел 1.2.3.),

требуется построить полуэмпирическую модель порождения и эволюции тур-

булентной вязкости νt в пространстве и во времени.

В литературе предложено несколько подходов к параметризации или мо-

делированию распределения турбулентной вязкости νt в пространстве. Од-

нако все описанные подходы нельзя считать достаточно разработанными.

Имеется ряд проблем с точностью и применимостью моделей на практи-

ке. В связи с этим ведутся активные исследования по усовершенствованию

моделей турбулентной вязкости и расширению их области применимости

[108, 115, 116, 117, 118, 119, 120, 121].

1.4. Выводы по главе

Большинство течений жидкости, встречающихся в науке и технике, яв-

ляются турбулентными. В связи с этим, большие усилия прикладываются к

исследованию явления турбулентности. Несмотря на это, значимого прогрес-

са удалось достичь только в некоторых специальных разделах, таких как:

• потеря устойчивости ламинарного течения и переход к турбулентности;

• зарождение и развитие турбулентных “вспышек”;

• теория изотропной турбулентности Колмогорова;

• теория слабой турбулентности в поверхностных волнах жидкости.

Общая строгая теория турбулентности в настоящее время отсутствует, а во-

просы ее построения относят к наиболее сложным задачам классической ме-

ханики. Исследователи, как правило, сходятся во мнении, что проблемы в

изучении турбулентности связаны с отсутствием требуемых методов матема-

тического анализа.
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Параллельно с развитием теоретической базы, возникают практические

инженерные задачи, связанные с разработкой и расчетом устройств и ма-

шин, в которых так или иначе возникают турбулентные течения жидкости.

Для решения таких инженерных задач требуется разработка методов обхода

имеющихся теоретических пробелов. В качестве примера, можно упомянуть

методы расчета гидравлических потерь при турбулентном течении жидко-

сти в трубопроводе. С инженерной точностью, гидравлические потери можно

определить решая одномерное уравнение Бернулли с эмпирической поправ-

кой, в качестве которой может выступать формула Блазиуса, Шифринсона,

Альтшуля или ряд других эмпирических зависимостей [122]. Подобный под-

ход не позволяет понять физические процессы в турбулентном потоке, но

дает инструмент решения инженерных задач.

Развитие науки и техники привело к существенному усложнению машин

и агрегатов. Это, в свою очередь, требует более точных методов расчета

сложных трехмерных турбулентных течений. В этом случае, математические

модели для инженерных расчетов строятся на базе уравнений Рейнольдса

(Reynolds-Averaged Navier-Stokes - RANS), а отсутствие теории турбулентно-

сти обходится при помощи полуэмпирических моделей турбулентности. Зна-

чительная часть подобных моделей основана на гипотезе Буссинеска, в рам-

ках которой диссипация энергии основного осредненного течения ⟨V ⟩2 эмпи-

рически параметризируется завышением коэффициента вязкости на величи-

ну µt, называемую турбулентной вязкостью. Данная величина меняется как

в пространстве, так и во времени. Физически, потерянная часть энергии ос-

новного потока ⟨V ⟩2 переходит в энергию вторичных хаотических течений,

то есть в энергию турбулентности
〈
v′iv

′
j

〉
.

Схожая ситуация возникает при расчете квази-потенциальных волн на по-

верхности жидкости (в том числе морских волн). При обрушении таких волн,

часть энергии основного течения также переходит (диссипирует) в энергию

вторичного турбулентного течения, сосуществующего с поверхностной вол-
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ной. Такой процесс диссипации энергии поверхностной волны также пара-

метризируется при помощи гипотезы Буссинеска и величины турбулентной

вязкости µt. Следует особенно подчеркнуть, что величина µt, как в первом,

так и во втором случае, является эмпирической и требует специальных под-

ходов к ее нахождению.

Проводя аналогию между одномерными и трехмерными турбулентными

течениями, можно заметить, что гидравлические потери в одномерных зада-

чах с достаточной точностью вычисляются эмпирически на основании ши-

рокого набора измерений [122]. С другой стороны, трехмерные турбулент-

ные течения значительно сложнее с физической стороны. В связи с этим,

в настоящее время отсутствует универсальный метод вычисления величины

турбулетной взкости µt. Существующий ряд полуэмпирических моделей тур-

булентности ограничен определенным набором типов течений, для которых

достигается удовлетворительная точность расчетов. То есть, каждая из по-

луэмпирических моделей турбулентности имеет строго определенную область

применения, выход за пределы которой приводит к резкому падению точно-

сти.

Далеко не для всех типов течений разработаны соответствующие им мо-

дели турбулентности. В случае отсутствия требуемой модели, решение инже-

нерных задач существенно затрудняется, а иногда становится невозможным.

В настоящей диссертации исследуются течения жидкости и газа в двух

гидропневматических устройствах/системах:

• турбулентное течение в вихревых трубах Ранка-Хилша и

• турбулентное течение в гидроволновых лотках, оборудованных волно-

продуктором.

Как в первом, так и во втором случае, применение существующих моде-

лей турбулентности приводит к недопустимо большим погрешностям расче-

та. Это требует усовершенствования существующих моделей турбулентности

применительно к указанным гидропневматическим системам.
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ГЛАВА 2

РАЗРАБОТКА МОДИФИЦИРОВАННОЙ МОДЕЛИ

ТУРБУЛЕНТНОГО ТЕЧЕНИЯ В ВИХРЕВОЙ ТРУБЕ

2.1. Вихревые трубы Ранка-Хилша

Французский инженер Ранк [123] впервые обнаружил аномальное разде-

ление температуры в вихревом потоке воздуха. В дальнейшем, Хилш [124]

применил этот эффект для одновременного нагрева и охлаждение воздуха.

Впоследствие, обнаруженное разделение температур было названо эффектом

Ранка-Хилша, а устройство, разработанное Хилшем, было названо вихревой

трубой [125, 126, 127, 128, 129, 130]. Современные вихревые трубы нашли ши-

рокое применение в промышленности. В частности, они используются нефте-

газовой промышленности для охлаждения попутного газа и его разделения

на фракции [131, 132, 133, 134], а также для сжижения природного газа [135].

Вихревые трубы также применяются в холодильных камерах, термостатах, в

системах осушки воздуха, для охлаждения режущих инструментов станков

[127, 128, 136, 137]. Исследуется возможность использования вихревых труб

для сушки семян и зерна [138], а также для кондиционирования бытовых и

промышленных помещений [139, 140, 141]. В режиме теплогенератора, вих-

ревая труба позволяет получать горячий воздух с температурой более 200◦C

для отогрев технологического оборудования в северных условиях.

Вихревые трубы имеют ряд положительных свойств по отношению к дру-

гим способам охлаждения или нагрева (парокомпрессионные машины, детан-

деры):

1. Отсутствие каких-либо хладагентов и теплоносителей. Этим обеспечи-

вается минимизация ущерба окружающей среде в результате возмож-

ных выбросов парниковых газов, к которым относятся хладагенты, та-

кие как фреон и аммиак.
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2. Простота конструкции вихревой трубы, а следовательно дешевизна ее

изготовления.

3. Отсутствие подвижных частей, что повышает надежность системы.

4. Малая инерция теплообменных процессов в вихревой трубе. Это обстоя-

тельство дает возможность регулирования температуры газа с высокой

точностью.
Несмотря на все отмеченные положительные качества вихревых труб и

холодильно-нагревательных систем на их основе, современные вихревые тру-

бы имею один существенный недостаток. А именно, они характеризуются

чрезвычайно низкой энергетической эффективностью по сравнению с аль-

тернативными решениями. Именно этот фактор является основным ограни-

чителем расширения областей применения вихревых труб в различных отрас-

лях промышленности. Исходя из этого, исследование эффекта Ранка-Хилша

с целью усовершенствования вихревых труб и повышения их энергоэффек-

тивности является актуальной задачей.

2.1.1. Конструкция и основные характеристики вихревой трубы

Схематично вихревая труба представлена на рис. 2.1. Сжатый газ по-

дается через несколько тангенциально расположенных сопловых каналов в

камеру энергоразделения, где формирует свободный винтовой поток. В ре-

зультате эффекта Ранка-Хилша, возникающего в камере энергоразделения,

центральная часть винтового потока охлаждается, а периферийная часть на-

гревается. Холодный поток из центра отводится через отверстие диафрагмы

и диффузор, а горячий поток выходит с противоположной стороны от диа-

фрагмы вихревой камеры через дроссельные отверстия.

Процесс температурного разделения (энергоразделения) в вихревой трубе

принято характеризовать следующими интегральными показателями [126]:
1. Степень понижения температуры газа в вихревой трубе ∆Tc, опреде-

ляемая как разность температуры торможения поступающего сжатого
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Рис. 2.1. Схема и основные размеры вихревой трубы:
а - общий вид вихревой трубы; б - сопловой ввод вихревой трубы; в - основные

(принципиальные) размеры камеры энергоразделения
1 - сопловой ввод; 2 - камера энергоразделения; 3 - диффузор холодного потока; 4 -

развихритель горячего потока с дроссельными отверстиями; 5 - сопловой сужающийся
канал; D - диаметр камеры энергоразделения; d - диаметр диафрагмы; L - длина камеры

энергоразделения; α - угол конусности камеры энергоразделения

газа T ∗
in и выходного холодного потока T ∗

c (2.1):

∆Tc = T ∗
in − T ∗

c (2.1)

2. Степень нагрева горячего потока ∆Th, определяемая как разность меж-

ду температурой торможения горячего потока T ∗
h и температурой по-

ступающего сжатого газа T ∗
in (2.2):

∆Th = T ∗
h − T ∗

in (2.2)
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3. Доля массового расхода холодного потока φc, равная отношению массо-

вого расхода холодного потока Gc к общему расходу подводимого сжа-

того газа Gin (2.3):

φc =
Gc

Gin
(2.3)

4. Доля массового расхода горячего потока φh, равная отношению массо-

вого расхода горячего потока Gh к общему расходу подводимого сжато-

го газа Gin (2.4):

φh =
Gh

Gin
(2.4)

5. Изоэнтропный КПД вихревой трубы ηs, определяемый как отношение

разностей энтальпий, получаемых в вихревой трубе и при идеальном

изоэнтропном расширении газа (2.5). Данный показатель характеризу-

ет эффективность вихревой трубы по отношению к идеальному циклу

детандера.

ηs =
h∗in − h∗c
h∗in − h∗id

=
сов. газ

T ∗
in − T ∗

c

T ∗
in

1−
(
p∗c
p∗in

)γ−1
γ

 (2.5)

Здесь h∗in, h∗c - энтальпии торможения газа на входе в вихревую трубу

и на выходе холодного потока, соответственно; h∗id - энтальпия тормо-

жения газа в конце идеального адиабатического расширения газа от

давления торможения входного потока p∗in до давления торможения хо-

лодного потока p∗c вихревой трубы. Вторая форма выражения для ηs

получена при помощи уравнения совершенного газа (1.17); γ = cp/cv -

показатель адиабаты.

6. Было установлено, что максимум величины изоэнтропного КПД ηs при-

ходится на очень низкие доли холодного потока φc, соответствующие

низким массовым расходам холодного газа и, соответственно, низким

тепловым потокам. С учетом того, что часто требуется найти режим
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наибольшей холодопроизводительности вихревой трубы, вводится хо-

лодильный КПД ηc (2.6):

ηc = φc × ηs (2.6)

Все существующие типы вихревых труб можно разделить на две группы

по схеме движения газа в камере энергоразделения: прямоточные и проти-

воточные. В первом случае, отвод холодного и горячего потоков осуществ-

ляется с одной и той же стороны камеры энергоразделения. Таким образом,

центральная и периферийная части винтового течения движутся сонаправ-

лено вдоль оси камеры энергоразделения. В соответствии с литературными

данными [128, 142, 143, 144], энергоэффективность прямоточных вихревых

труб относительно низкая, в связи с чем данный тип труб исследуется и

используется редко.

В настоящее время противоточные (разделительные) вихревые трубы с

цилиндрической камерой энергоразделения нашли широкое распространение.

Пример конструкции цилиндрической разделительной вихревой трубы Мер-

кулова [126] представлен на рис. 2.2. Для достижения высоких значений КПД

(2.5) цилиндрических вихревых труб требуется значительная длина камеры

энергоразделения, которая может достигать 50 калибров. Было установлено,

что данная длина может быть уменьшена до 9 калибров за счет установки со

стороны дросселя четырехлопастной крестовины (развихрителя).

Попытки сократить длину вихревой трубы привели к созданию кониче-

ских противоточных вихревых труб. В таких трубах проточная часть каме-

ры энергоразделения выполняется в виде усечённого конуса с углом раскры-

тия в диапазоне 3− 6◦ при длине в 5− 6 калибров. Исследования конических

вихревых труб, проведенные Метениным [126], показали их высокую энер-

гоэффективность. Наряду с цилиндрическими, конические вихревые трубы

также широко применяются.

Стремление увеличить эффективность вихревой трубы привело к созда-
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Рис. 2.2. Цилиндрическая вихревая труба Меркулова [126]
1 - цилиндрическая труба; 2 – гайка; 3 – корпус; 4 – улитка соплового ввода; 5 –

диафрагма; 6 – гайка; 7 – трубка холодного потока; 8 – прокладка; 9 – четырехлопастная
крестовина; 10 – дроссель

нию охлаждаемых вихревых труб, в которых камера энергоразделения охла-

ждается снаружи при помощи оребрения поверхности [145] или организации

водяной рубашки [126]. Схема конической противоточной охлаждаемой вих-

ревой трубы с водяной рубашкой охлаждения показана на рис. 2.3. В охла-

ждаемых трубах тепловая энергия отводится не только горячим газом, по-

кидающим камеру энергоразделения, но и охлаждающей жидкостью через

стенку цилиндрической или конической трубы.

Рис. 2.3. Схема охлаждаемой вихревой трубы [126]

1 – конический корпус; 2 – сопловой ввод; 3 – сопловой блок; 4 – трубка холодного
потока; 5 – диафрагма; 6 – рубашка; 7 – вентиль горячего потока
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Особенный интерес вызывают вихревые трубы с дополнительным пото-

ком или двухконтурные вихревые трубы, впервые предложенные Пирали-

швили [129]. Отличительной особенностью таких труб является наличие вво-

да дополнительного потока в приосевую зону камеры энергоразделения со

стороны дросселя горячего потока, см. рис. 2.4. По имеющимся литератур-

ным данным, двухконтурные вихревые трубы позволяют увеличить массовый

расход холодного потока и его долю φc при сохранении высокой величины

изоэнтропного КПД ηs. Таким образом достигается заметный рост холодиль-

ного КПД ηc.

Рис. 2.4. Вихревая труба (двухконтурная) с дополнительным потоком [129]

1 – корпус; 2 – закручивающее устройство; 3 – камера энергоразделения; 4 – щелевой
раскруточный диффузор; 5 – трубка подвода дополнительного потока
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2.1.2. Влияние формы проточной части на характеристики вих-

ревых труб

Выбор формы и размеров проточной части вихревой трубы является од-

ним из основных вопросов при решении инженерных задач на практике. Глав-

ная задач состоит в том, чтобы рассчитать и выбрать геометрию проточной

части таким образом, чтобы обеспечить наилучшие энергетическое показа-

тели вихревой трубы, такие как изоэнтропный ηs или холодильный КПД ηc.

Очевидно, что форма проточной части драматическим образом влияет на те-

чение газа, которое, в свою очередь, определяет тепло- и массообмен в каме-

ре энергоразделения. В связи с отсутствием полного понимания физических

процессов, проводящих к эффекту Ранка-Хилша, выбор геометрии проточ-

ной части как правило происходит методом перебора различных вариантов.

Сама вихревая труба в таких исследованиях часто выступает в роли “чер-

ного ящика”, отклик которого определяется в результате экспериментальных

измерений или численного моделирования.

Достаточно подробный общий обзор различных экспериментальных ра-

бот приведен в [127, 129, 130, 142, 143, 144, 146, 147, 148, 149, 150]. К ранним

исследования вихревых труб можно отнести работы [151, 152], в которых ис-

следовалось влияние различных геометрических параметров на работу вих-

ревой трубы. В том числе, было предложено заменить конический дроссель

горячего потока вихревой трубы (7 на рис. 2.3) расширяющимся радиальным

диффузором, показанным на рис. 2.4 (поз. 4). Была предпринята попытка

оптимизации размеров диффузора для получения максимального темпера-

турного разделения.

Особое внимание в исследованиях уделялось конфигурации соплового

ввода, формирующего винтовое течение в камере энергоразделения [128, 153,

154]. Влияние диаметра каналов соплового ввода и формы регулировочного

клапана горячего потока было исследовано в статьях [155, 156]. Работа вих-
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ревой трубы исследовалась на различных газах, таких как воздух, кислород

и азот. Влияние количества каналов соплового ввода, диаметра диафрагмы,

а также теплоизоляции корпуса трубы на эффективность ее работы иссле-

довалось в [157]. Также количество проходов соплового ввода изучалось в

[158, 159, 160, 161]. Дополнительно к перечисленному, влияние материала

соплового ввода рассматривалось в работе [162]. В результате, все перечис-

ленные работы показали, что форма, размер, материал и другие параметры

соплового ввода играют огромную роль в эффективности процесса темпера-

турного разделения.

Влияние конфигурации дросселя горячего потока (7 на рис. 2.3) на энер-

гоэффективность подробно изучалось в работах [163, 164]. Было изготовлено

значительное количество конических дросселей различной длины, а также

различной формы. Экспериментальные и численные исследования показали,

что конфигурация дросселя горячего потока также оказывает влияние на

характеристики вихревой трубы.

Вопрос сокращения длины вихревой трубы путем замены цилиндри-

ческой камеры энергоразделения на коническую исследовался в работах

[165, 166, 167, 168]. Вихревая труба Парулейкара [165] состояла из двух ко-

нических и одного цилиндрического участков, сопловой ввод имеет кониче-

скую спиральную поверхность. Игольчатый регулирующий вентиль горячего

конца установлен таким образом, чтобы обеспечить отвод горячего потока

перпендикулярно к оси трубы. Такая вихревая труба показала достаточно

высокий изоэнтропный КПД ηs ≈ 0.7, но при низких долях холодного потока

φc ≈ 0.2. Таким образом, холодильный КПД вихревой трубы Парулейкара

для указанного режима составляет ηc = 0.14.

Результаты исследований конических вихревых труб, представленные в

работах [169, 170], позволяют определять оптимальные геометрические раз-

меры, соответствующие максимальному эффекту охлаждения для данного

типа вихревых труб. Сообщается, что угол конусности камеры энергоразде-
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ления рекомендуется держать в диапазоне 3 − 6◦ при ее длине в диапазоне

3−9 калибров. Вихревая труба Метенина [170], выполненная в соответствии с

данными рекомендациями, создавала более значительный эффект охлажде-

ния по сравнению с аналогичной цилиндрической вихревой трубой.

Исследования больших конических вихревых труб [171] показали повыше-

ние их эффективности при установке перфорированных пластин, распрямля-

ющих поток на горячем выходе. Аналогичные пластины также были установ-

лены в вихревой трубе Меркулова [126], см. поз. 9 на рис. 2.2. Охлаждаемые

вихревые трубы рассматривались в работах [172, 173].

Методы планирования эксперимента были применены для более точной

оптимизации размеров и формы проточной части цилиндрических вихревых

труб в работах [174, 175]. На основании поверхностей отклика, полученных

в результате многофакторных экспериментов, были сделаны выводы отно-

сительно рекомендованных размеров исследованных вихревых труб. Методы

аппроксимации на основе “искусственной нейронной сети” были применены в

работе [176] взамен более простого метода поверхности отклика [175].

Так называемая искривленная вихревая труба, в которой ось цилиндри-

ческой камеры энергоразделения не является прямой, а имеет искривление

заданного радиуса, была исследована в работах [177, 178]. Наилучшие энерге-

тические показатели были зафиксирован для прямой цилиндрической формы

камеры энергоразделения.

Значительное количество исследований было проведено под руководством

Жидкова [131, 132, 133, 134, 179], в которых фокус был направлен на прак-

тическое применение цилиндрических противоточных вихревых труб в неф-

тегазовой промышленности. В вихревых трубах Жидкова выполнялась се-

парирующая щель в камере энергоразделения недалеко от соплового ввода.

Такие трубы обычно называют трехпоточными. Данная щель предназначе-

на для отделения сконденсировавшихся фракций рабочего газа от основного

потока. Особое внимание в указанных работах было отведено исследованию
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влияния размеров и конструкции узла сепарации конденсата и компонентно-

го состава подводимого газа на интегральные характеристики трехпоточной

вихревой трубы.

Отдельно от других стоят работы, выполненные под руководством Цели-

щева [142, 143, 144, 180, 181, 182, 183, 184, 185, 186]. Исследована возможность

получения изотермического процесса дросселирования газа с использовани-

ем вихревых труб. Выполнены исследования трехпоточных вихревых труб.

Установлена возможная эффективность очистки многокомпонентного газа до

92 % по массе.

Особенно следует отметить большой вклад Меркулова [127], который ис-

следовал как цилиндрические, так и конические вихревые трубы. Пирали-

швили и Поляев [129, 187, 188] предложили и исследовали новый тип вихре-

вых труб, названных двухконтурными. Полученные экспериментально зна-

чения изоэнтропного КПД для наилучшего образца двухконтурной вихревой

трубы составили ηs = 0.34 − 0.36 при доле холодного потока в диапазоне

φc = 0.85 − 1. Таким образом, удалось увеличить холодильный КПД вихре-

вой трубы до ηc = 0.29− 0.36. Двухконтурные вихревые трубы также иссле-

довались в работах [189, 190].

На основании приведенного литературного анализа можно сделать вы-

вод о том, что было выполнено огромное количество исследований по поиску

конфигурации проточной части вихревой трубы, обеспечивающей высокую

энергоэффективность. Несмотря на это, наилучшие значения холодильного

КПД остаются низкими: ηc ≈ 0.20 − 0.22 max для разделительных вихре-

вых труб, и ηc ≈ 0.29− 0.36 max для двухконтурных вихревых труб. Можно

предположить, что основная причина состоит в отсутствие полного понима-

ния физических процессов, протекающих в камере энергоразделения. Оче-

видно, что дальнейшее усовершенствование вихревой трубы требует постро-

ения физической и математической теории эффекта Ранка-Хилша, а также

соответствующих аналитических или численных моделей.
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2.1.3. Микроструктура винтового течения

Для построения и валидации теории эффекта Ранка-Хилша требуются

точные измерения полей скоростей, давлений и температур внутри камеры

энергоразделения вихревой трубы. Течение газа в вихревой трубе обладает

следующими особенностями:

• высокая степень турбулентности потока, величина которой может пре-

вышать 30%;

• высокое центростремительное ускорение порядка 6× 105g;

• существенная анизотропия: градиенты температур и давлений в ради-

альном направлении намного выше соответствующих градиентов в осе-

вом направлении;

• нестационарность течения.

Перечисленные особенности вызывают значительные трудности при прове-

дении лабораторных измерений. В связи с этим широкое распространение

находят численные трехмерные модели течения газа на основе уравнений

Рейнольдса. Ниже представлен краткий обзор некоторых важных экспери-

ментальных и численных результатов.

Давления, скорости и температуры в противоточной вихревой трубе с мас-

совой долей холодного потока φc = 0.23 были измерены в [191]. Было выдви-

нуто предположение о том, что основной причиной эффекта Ранка-Хилша

является турбулентный перенос. Поле температур в цилиндрической вихре-

вой трубе также исследовалось в [192]. Измерение трехмерного распределе-

ния тангенциальных скоростей и температур торможения было предпринято

в [193]. Важные результаты измерения статических температур в камере энер-

горазделения обсуждаются в работах [127, 194, 195, 196]. Ш.А. Пиралишвили

и его соавторы изучали микроструктуру винтового потока в двухконтурной

вихревой трубе с использованием зонда в виде комбинированной трубки Пито
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с установленной на конце термопарой [129, 187, 188, 197]. Обобщение наиболее

характерных результатов измерений представлено в книгах [127, 128, 129].

В работах [155, 198, 199] приведены результаты визуализации течения

в вихревых трубах различной конструкции. Соответствующие фотоснимки

приведены на рис. 2.5, 2.6, 2.7. Во всех работах было установлено существо-

вание крупномасштабных вторичных вихревых структур. Обнаружена двой-

ная вихревая спираль (рис. 2.7), которая зарождается на плоской торцевой

поверхности около периферийного выхода горячего воздуха, а затем распро-

страняется вдоль продольной оси, многократно перезамыкаясь и разрушаясь.

Зафиксировано вращательное движение вихревой спирали.

Рис. 2.5. Визуализация течения газа в вихревой трубе [155]

Расчетная картина течения в вихревой трубе, полученная в результате

численного моделирования на основе уравнений Рейнольдса, обсуждается в

большом количестве работ. Наиболее детальные результаты были получе-

ны с привлечением моделей турбулентности крупных вихрей (Large Eddy

Simulation - LES) на мелких расчетных сетках [200, 201, 202, 203, 204]. Размер

расчетных ячеек в таких расчетах как правило определяется имеющимися

вычислительными мощностями. Сравнение результатов, полученных при по-

мощи различных моделей турбулентности, между собой обсуждается в [205].
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Рис. 2.6. Визуализация структуры течения воды в вихревой трубе путем подкрашивания
жидкости через иглу в закручивающем устройстве [198]

Рис. 2.7. Визуализация крупномасштабных вихревых структур в виде двойной спирали.
Визуализован радиальный градиент фазовой оптической плотности [199]
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С другой стороны, сравнение численных расчетов с экспериментальными из-

мерениями выполнено в [206]. Визуализация течения, полученная расчетным

способом, обсуждается в [207].

Численное моделирования течения в вихревых труба было также иссле-

довано в диссертациях [142, 143, 144, 146]. Серия численных экспериментов

на вихревой трубе с применением собственной модели обсуждается в [208].

Численное исследование течения в вихревой трубе Леонтьева представлено в

работе [209].

2.2. Физические основы эффекта Ранка-Хилша

Несмотря на простоту конструкции вихревой трубы, возникающее в ней

течение оказалось чрезвычайно сложным с физической стороны. Большое

количество выполненных экспериментальных и теоретических исследований

дало некоторое первичное представление о винтовом течении. Однако при-

чина и механизм возникновения температурной стратификации (эффекта

Ранка-Хилша) остается предметом споров и дискуссий [127, 128, 129, 130,

210, 211]. Возможные объяснения эффекта ранжируются от “умозритель-

ных” (схематичных) представлений до математически строгих теорий, даю-

щих числовые оценки. При этом, все существующие физические объяснения

эффекта Ранка-Хилша принято называть гипотезами энергоразделения.

Ранк, открывший эффект энергоразделения, был приверженцем центро-

бежной гипотезы энергоразделения. Рассматривая уравнение равновесия эле-

ментарного объема газа в поле центробежных сил, уравнение состояния и

уравнение адиабаты, он пришел к заключению, что с ростом радиуса гради-

ент давления в поле центробежных сил растет интенсивнее плотности [129].

Тогда, в соответствии с уравнением состояния, с ростом радиуса температу-

ра должна возрастать. Однако расчетный градиент температуры по теории

Ранка получается в шесть раз меньше опытного.
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Гипотеза Эрделаи [129, 130] была построена на анализе силового взаимо-

действия интенсивного центробежного поля с тепловым. Согласно этой гипо-

тезе, воздействие силового поля на молекулы состоит в том, что при движе-

нии в направлении, совпадающем с вектором ускорения, полная энтальпия

молекул возрастает. Если молекула перемещается в противоположную сторо-

ну, полная энтальпия убывает. Все это приводит к соответствующему полю

температуры. Для плоского вихря при незначительных ускорениях данная

гипотеза дает удовлетворительное совпадение с экспериментом. Однако этого

совпадения нет, если использовать подход для оценки эффекта энергоразде-

ления в вихревых трубах.

Вебстер [129, 130, 212] считал, что частицы газа, из которых формируется

холодный поток, выходящий через диафрагму, движутся к оси трубы по спи-

рали, охлаждаясь в процессе расширения от давления у стенки трубы до дав-

ления у ее оси. При этом совершается работа как против сил центробежного

поля, так и работа на ускорение соседних частиц газа. Центробежная гипо-

теза Вебстера также не лишена противоречий. Например, согласно Вебстеру,

прямоточная вихревая труба должна быть эффективнее противоточной, что

не подтверждается результатами опытов.

Алексеев [213] считал, что под действием центробежных сил периферий-

ные слои сжимаются и, следовательно, нагреваются, тогда как осевые слои

расширяются и, поэтому, охлаждаются. Существенным допущением гипоте-

зы Алексеева является адиабатное распределение температур газа по радиу-

су.

Гипотеза Демона Максвелла делает упор на передислокацию “быстрых”

и “медленных” молекул [129, 130]. Полагается, что основой энергетического

разделения во вращающемся газовом потоке является неравномерное распре-

деление кинетической энергии между молекулами газа. В данных гипотезах

вихревая труба играет роль демона Максвелла. Вращение газа создает гра-

диент давления, направленный от оси к периферии. Поскольку молекулы
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обладают различной кинетической энергией, то они обладают и различной

возможностью проникновения в зону сжатого газа. Молекулы с большей ки-

нетической энергией движутся к периферии (в зону повышенного давления),

молекулы с меньшей кинетической энергией - к оси. Из гипотезы следует,

что длина вихревой трубы не играет существенной роли в эффекте Ранка.

Количественная оценка температурного разделения не приводится.

В гипотезе радиальных потоков Хилша-Фултона производится анализ по-

токов энергии в камере энергоразделения. Газовый поток, выходя из сопло-

вого ввода с высокой скоростью и пониженной термодинамической темпера-

турой, образует свободный вихрь, в центральной области которого имеются

большие угловые скорости, а в периферийной области - малые. По мере дви-

жения вдоль трубы поток за счет сил трения перестраивается в вынужденный

вихрь. В результате внутреннего трения происходит уменьшение угловых ско-

ростей внутренних слоев и увеличение угловых скоростей внешних слоев. Это

создает возможность перехода механической энергии от центра к периферии

и выравнивает угловые скорости по всему сечению. В то же время, за счет

более высоких значений термодинамической температуры у периферии вих-

ря, по сравнению с центральной областью, возникает поток тепла, имеющий

направление, противоположное потоку механической энергии. Тепловой по-

ток по своей величине не в состоянии компенсировать потери кинетической

энергии у слоев центральной области.

Основываясь на своей моделе, Фултон [129, 214] получил теоретическое со-

отношение между возникающими потоками кинетической e и тепловой энер-

гии q (2.7):

e

q
= 2Prt ; Prt - турбулентное число Прандтля (2.7)

В соответствии с данной зависимостью, температурное разделение отсутству-

ет при Prt = 0.5. С другой стороны, турбулентное число Прандтля для возду-
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ха лежит в диапазоне 0.7...0.9. Следовательно, гипотеза Фултона качественно

подтверждает проявление эффекта Ранка-Хилша на воздухе. С другой сто-

роны, она дает величину возможного охлаждения газа, которая в три раза

меньше соответствующих измерений.

Авторы работ [215, 216] исследовали течение газа в вихревой трубе числен-

но. Для анализа физических процессов, протекающих в камере энергоразде-

ления, было предложено разделить проточную часть трубы на две области,

обменивающиеся между собой энергией. Предполагалось, что в результате

такого обмена одна из областей будет нагреваться, а вторая охлаждаться,

что и будет характеризовать эффект Ранка-Хилша. Было выдвинуто пред-

положение о наличии трех принципиально разных тепловых потоков между

упомянутыми областями.

Акустическая гипотеза энергоразделения предполагает, что температур-

ная стратификация вызвана действием “звукового ветра” [146, 148], который

проявляется как громкий “свист” при работе вихревой трубы в различных ре-

жимах. Жидков и др. в своих работах [131, 132, 133, 134] экспериментально

установили улучшение характеристик противоточной цилиндрической вих-

ревой трубы после продолжительной промышленной эксплуатации. Авторы

связывают данный феномен с возникновением дополнительных вибраций и

шума, исходящих от втулки, расположенной со стороны горячего выхода.

Куросака [217] исследовал воздействие акустического шума на эффект энер-

горазделения. Им было установлено, что частота звука, генерируемого вих-

ревой трубой, зависит от скорости вращения газа в камере энергоразделения.

Также, акустические характеристики вихревой трубы исследовались в работе

[218].

Хинце одним из определяющих процессов передачи энергии внутри вих-

ревой трубы считал турбулентность [12, 127, 130]. Им было введено в рас-

смотрение понятие жидкого моля, под которым понимается достаточно про-

тяженная часть жидкого континуума, состоящая из когерентного конгломе-
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рата жидких частиц. Размер жидкого моля сравним с интегральным мас-

штабом турбулентного движения, причем его обмен с окружающей средой

определяется влиянием мелкомасштабных турбулентных движений. В про-

цессе перемещения в радиальном направлении, совпадающим с направлением

градиента давления, турбулентные моли совершают так называемые микро-

холодильные циклы. В рамках формализма Прандтля, Хинце предполагал,

что каждый жидкий моль в процессе турбулентного движения представляет

собой некоторую индивидуальность, сохраняющую свою субстанцию в тече-

ние некоторого характерного промежутка времени.

Ван Деемтер [127, 129, 219] впервые разработал аналитически строгую ги-

потезу турбулентного теплопереноса в вихревой трубе. Его рассуждения так-

же опирались на формализм Прандтля, однако в дополнение к Хинце, им бы-

ло получено уравнение радиального равновесия потоков кинетической и теп-

ловой энергии, которое легло в основу гипотезы энергоразделения. Несколько

позже, Дайслер и Перлмуттер [220] обозначили данный подход как “Модифи-

цированная Теория Пути Смешения Прандтля” и распространили на любые

закрученные течения сжимаемой жидкости. В современной литературе встре-

чается использование Модифицированной Теории Прандтля [221] в качестве

аргумента для объяснения физических основ эффекта Ранка-Хилша. Следу-

ет подчеркнуть, что аналитическая гипотеза энергоразделения Ван Деемтера

позволила количественно верно оценить эффект температурного разделения

в вихревой трубе.

Обобщение теории Ван Деемтера и Модифицированной Теории Пути Сме-

шения Прандтля нашло выражение в гипотезе взаимодействия вихрей, сфор-

мулированной Меркуловым [125, 127, 210, 222, 223, 224]. В соответствии с

данной гипотезой, энергия турбулентности в вихревой трубе используется для

осуществления работы охлаждения вынужденного вихря. Кроме того, за счет

радиальной составляющей пульсационной скорости элементарные турбулент-

ные моли перемещаются по радиусу в поле высокого радиального градиен-
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та статического давления, адиабатно сжимаются и расширяются, передавая

тепло от зоны низкого в зону высокого статического давления. Высокая сте-

пень турбулентности обеспечивает энергомассоперенос, в процессе которого

турбулентные моли, перемещаясь с одной радиальной позиции на другую,

совершают микрохолодильные циклы. Схема микрохолодильного цикла при-

ведена в работе [143] и показана на рис. 2.8.

Рис. 2.8. Схема микрохолодильного цикла [143]

Гипотеза взаимодействия вихрей нашла свое развитие в работах Пира-

лишвили и его соавторов [222, 223, 224], а также в работах Целищева и его

соавторов [142, 143, 144, 181, 182, 183, 184, 185, 186]. Несмотря на то, что

дискуссии о физической природе эффекта Ранка-Хилша нельзя считать за-

вершенными, на текущий момент времени можно заключить, что гипотеза

взаимодействия вихрей является наиболее разработанной и апробированной.

Она позволяет не только объяснить физические причины возникновения эф-

фекта Ранка-Хилша, но и дать количественные оценки этого эффекта.

Гипотеза взаимодействия вихрей (теория Ван Деемтера или Модифици-

рованная Теория Пути Смешения Прандтля) вплоть до недавнего времени

представляла собой упрощенные теоретические разработки в рамках одно-
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мерного или двумерного уравнения радиального переноса тепловой энергии.

Это в значительной степени ограничивало применение этих разработок для

оптимизации проточной части вихревой трубы и ее рабочих процессов, а так-

же существенно ограничивало возможность проведения других численных

расчетов для практических задач.

Одновременно с этим активно исследовалась возможность применения

математических моделей на основе уравнений Навье-Стокса для расчета те-

чения в вихревых трубах и прогноза эффекта Ранка-Хилша. Было проведено

большое количество исследований полуэмпирических моделей турбулентно-

сти, включая стандартную модель k − ε, RNG, SST , SAS − SST , RSM ,

LES и другие. В существенной части этих работ [225, 226, 227, 228, 229, 230,

231, 232, 233, 234, 235] было установлено, что все существующие численные

модели показывают эффект температурного разделения, который более чем

на 30% отличается от лабораторных измерений. Таким образом, в некото-

рых случаях существующие модели турбулентности приводят к недопусти-

мо большой ошибке в расчете эффекта Ранка-Хилша. Это позволило сделать

вывод, что гипотеза взаимодействия вихрей (теория Ван Деемтера или Моди-

фицированная Теория Пути Смешения Прандтля) не полностью учитывается

в стандартных моделях турбулентности.

Очевидно, что дальнейшее усовершенствование вихревых труб Ранка-

Хилша требует разработки модифицированных полуэмпирических моделей

турбулентности, опирающихся на гипотезу взаимодействия вихрей. Данная

глава диссертации посвящена этой работе, а ее основные результаты опубли-

кованы в статьях [231, 232, 236], см. также [195].
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2.3. Формулировка анизотропной модификации ВД модели тур-

булентности на основе гипотезы взаимодействия вихрей

Численная модель трансзвукового течения сжимаемого газа включает в

себя уравнения Рейнольдса (1.11), неразрывности (1.12), сохранение энергии

(1.14), а также уравнение состояния газа (1.17):

ρ
∂V

∂t
+ ρ (V · ∇)V = ρg −∇p+∇ ·

[
µ

(
∇V + (∇V )T − I

2

3
∇ · V

)]
+

+∇ · (ρΠ) (2.8)
∂ρ

∂t
+∇ · (ρV ) = 0 (2.9)

ρ
∂E

∂t
+ ρ (V · ∇)E = q − (V · ∇) p+Qτ (2.10)

p = ρRT (2.11)

В уравнениях E = e + |V |2 /2 - полная внутренняя энергия газа; e = cvT

- внутренняя энергия газа; R = cp − cv - газовая постоянная. Диссипатив-

ная функция Qτ отражает нагрев газа вследствие потерь энергии (в т.ч.,

вследствие вязкого трения) и задается уравнением (1.15). Обычно вкладом

Qτ пренебрегают.

Вклад турбулентности в закон сохранения импульса движения (2.8) опре-

деляется тензором рейнольдсовых напряжений Π, который определяется по-

луэмпирически с привлечением анизотропной модели турбулентности. На-

пример, при помощи модели рейнольдсовых напряжений RSM-LRR (1.30)-

(1.31). Аналогичным образом требуется эмпирически параметризовать кон-

вективный теплоперенос в уравнении (2.10), который возникает в связи с

хаотичным характером турбулентного течения. Для этого в уравнение вво-

дятся полуэмпирические тепловые потоки, обозначенные как q. Их можно

разделить на несколько групп в соответствии с таблицей 2.1.

Тепловые потоки qσ и qλ, обозначенные в таблице 2.1 номерами 1 и 2,
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Таблица 2.1
Классификация тепловых потоков в уравнении сохранения энергии (2.10).

Ламинарный вклад Турбулентный вклад

1 Механическая ра-
бота газа

qσ,lam
Механическая работа
вязких напряжений

qσ,turb
Механическая работа рей-
нольдствых напряжений

2 Теплопроводность
qλ,lam

Теплопроводность га-
за

qλ,turb
Конвективный теплообмен,
параметризированный тур-
булентной теплопроводно-
стью

3

Вклад сжимаемо-
сти газа (отсут-
ствует в стан-
дартных моде-
лях турбулент-
ности)

qγ
Поправка на сжимаемость
в Модифицированной Тео-
рии Пути Смешения [219,
220, 221]

являются стандартными для всех существующих моделей турбулентности. В

то же время, существование теплового потока qγ, обозначенного номером 3,

предписано гипотезой взаимодействия вихрей и впервые обсуждается в рабо-

те Ван Деемтера [219]. При этом, qγ отсутствует во всех существующих моде-

лях турбулентности. По всей видимости, это связано с пренебрежимо малым

вкладом qγ по сравнению с qσ и qλ для большинства типов течений. Однако

в вихревой трубе qγ играет решающую роль, как будет показано далее.

2.3.1. Ламинарные тепловые потоки qσ,lam и qλ,lam

Рассматривается слоистое течение газа, при котором два соседних слоя,

находящихся в непосредственном контакте, движутся с разными скоростями.

В этом случае “быстрый” слой газа будет увлекать за собой “медленный” слой

газа из-за наличия вязких напряжений τ (1.8), действующих между слоями.

При этом сам “быстрый” слой будет терять энергию и замедляться. С точки

зрения термодинамики [50, 51, 52, 53], “быстрый” слой будет совершать работу



103

над “медленный” слоем, что приведет к соответствующему обмеру энергией,

обозначаемому qσ,lam.

Работа газа в единицу времени (мощность или тепловой поток) определя-

ется произведением вязкого напряжения (силы), действующей на выделен-

ную площадку, на мгновенную скорость газа в заданной координате. Таким

образом, общий вклад всех напряжений действующих на все площадки эле-

ментарного контрольного объема запишется следующим образом:

qσ,lam = ∇ · (τ · V ) , (2.12)

где тензор вязких напряжений τ определяется выражением (1.8), т.е.

τ = µ

(
∇V + (∇V )T − I

2

3
∇ · V

)
(2.13)

Здесь µ - коэффициент динамической вязкости, являющийся физическим

свойством газа.

Теплопроводность газа задается законом Фурье:

qλ,lam ∼ α∇2T,

где α = λ/ (ρcp) - коэффициент температуропроводности газа, а λ - коэф-

фициент молекулярной теплопроводности газа. Домножив правую часть на

плотность ρ и теплоемкость cv, чтобы привести выражение в соответствие с

уравнением (2.10), можно записать:

qλ,lam =
λ

cp
∇2e (2.14)

Можно заметить, что величина коэффициента температуропроводности за-

дается числом Прандтля: Pr = µ/ (ρα). Отсюда можно получить выражение
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для коэффициента молекулярной теплопроводности:

λ = cp
µ

Pr
(2.15)

Следует подчеркнуть, что выражения (2.12) и (2.14) являются точными

и аналитически строгими. Они были получены без привлечения каких-либо

физических или математических упрощений. Однако данные тепловые пото-

ки учитывают только молекулярные эффекты, которые обычно очень слабы

в развитых турбулентных течениях. Согласно гипотезе взаимодействия вих-

рей, в вихревой трубе Ранка-Хилша доминируют турбулентные механизмы

теплообмена qσ,turb и qλ,turb.

2.3.2. Турбулентные тепловые потоки qσ,turb и qλ,turb

Выражение для механической работы рейнольдствых напряжений можно

сформулировать вернувшись к уравнению (2.12) заменяя в нем тензор вязких

напряжений τ на тензор напряжений Рейнольдса:

qσ,turb = ∇ · (ρΠ · V ) (2.16)

Следует помнить, что тензор рейнольдсовых напряжений Π находится путем

интегрирования уравнений полуэмпирической модели турбулентности (1.30)-

(1.31). Таким образом, его значения не являются точными.

В соответствии со стандартной Теорией Пути Смешения Прандтля, кон-

вективный теплообмен в турбулентном течении аппроксимируется так назы-

ваемой турбулентной теплопроводностью. Экстраполируя уравнение (2.14) на

случай турбулентного течения можно записать:

qλ,turb = ∇ ·

(
λ̂t
cp
∇e

)
(2.17)
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Здесь λ̂t - турбулентная теплопроводность, которая является эмпирической

характеристикой режима течения, а не теплофизическим свойством. Величи-

на λ̂t варьируется как во времени, так и в пространства, и должна опреде-

ляться полуэмпирической моделью турбулентности. Для анизотропной моде-

ли турбулентности, λ̂t представляет собой матрицу из девяти компонент:

λ̂t =


λt,11 λt,12 λt,13

λt,21 λt,22 λt,23

λt,31 λt,32 λt,33


До настоящего момента времени не найден способ эмпирической парамет-

ризации матрицы λ̂t. Однако можно предложить один из возможных вари-

антов, опирающихся на уравнение (1.32):

cp
µt
Prt︸ ︷︷ ︸
λ̂t

(
∇V + (∇V )T − I

2

3
∇ · V

)
=

cp
Prt

Π

Отсюда можно выразить:

λ̂t =

(
∇V + (∇V )T − I

2

3
∇ · V

)−1(
cp
Prt

Π

)
(2.18)

Несмотря на то, что представленное выражение дает способ вычисления

всех компонентов матрицы турбулентной теплопроводности, такой способ не

нашел практического применения. Вместо этого производится изотропизация

турбулентных конвективных тепловых потоков qλ,turb даже в случае исполь-

зования анизотропных RSM моделей турбулентности. Это приводит к появ-

лению скалярной турбулентной теплопроводности λ̂t → λt, величина кото-

рой определяется аналогично (2.15), но с применением турбулентного числа
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Прандтля, которое обычно принимается в диапазоне Prt ∈ [0.7, 0.9]:

λt = cp
µt
Prt

(2.19)

Величина турбулентной вязкости µt определяется связкой Прандтля-

Колмогорова (1.36), а кинетическая энергия турбуленции k является следом

тензора рейнольдсовых напряжений (1.23).

2.3.3. Поправка на сжимаемость газа Ван Деемтера qγ (ВД)

Стандартная Теория Пути Смешения Прандтля [32, 41, 42, 45, 61, 67] пред-

полагает, что турбулентная жидкая частица, совершая хаотическое движение

в потоке газа, переносит как момент движения, так и внутреннюю энергию га-

за. Иллюстрация данному процессу приведена на рис. 2.9, заимствованном из

[32]. В рамках стандартного подхода, упомянутый перенос внутренней энер-

гии аппроксимируется турбулентным тепловым потоком (2.17).

Рис. 2.9. Схема “молярного перемешивания” - турбулентного переноса количества
движения и тепла жидкой частицей. Схема заимствована из книги Лойцянского [32]

В дополнение к стандартной теории Прандтля, гипотеза взаимодействия

вихрей предполагает, что турбулентная жидкая частица переносится между

слоями газа, имеющими в значительной степени разное давление [127, 129].

Большая разность давлений связана, прежде всего, с действием высокого цен-

тростремительного ускорения (∼ 107 м/c2) в трансзвуковом вихревом потоке
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газа. В таких условиях, турбулентная жидкая частица участвует не только

в переносе момента движения и энергии, но и изменяет свое термодинамиче-

ское состояние. А именно, действие переменного внешнего давления приводит

к сжатию или расширению жидкой частицы, а также к ее соответствующему

нагреву или охлаждению.

После потери исходного турбулентного импульса жидкая частицы сме-

шивается с окружающим ее газом. В том случае, если температура частицы

в результате ее сжатия оказалась выше температуры окружающего ее газа,

она нагревает его. В обратном процессе жидкая частица охлаждает окру-

жающий газ. Последовательное перемещение турбулентной частицы между

слоями высокого и низкого давления, а также сопровождающие это переме-

щение термодинамические процессы, принято называть “микрохолодильным

циклом” [143], см. рис. 2.8.

Термодинамические процессы, связанные с “микрохолодильными цикла-

ми”, пренебрегаются в существующих стандартных моделях турбулентности.

Это объясняется тем, что высокие градиенты давления, являющиеся отличи-

тельной чертой течения в вихревой трубе, обычно отсутствуют в других тече-

ниях газа. Для корректного учета “микрохолодильных циклов” предлагается

ввести в уравнение энергии (2.10) дополнительный турбулентный тепловой

поток, связанный со сжимаемостью газа, а именно qγ.

В качестве исходной точки предположим, что сжатие и расширение турбу-

лентной частицы происходит адиабатически, что соответствует допущениям

гипотезы взаимодействия вихрей [127, 129, 219, 220, 221]. Тогда закон адиа-

баты для совершенного газа запишется:

T

T0
=

(
p

p0

)γ−1
γ
, (2.20)

где γ = cp/cv - показатель адиабаты. Допустим, что давление турбулентной

частицы меняется на бесконечно малую величину dp, т.е. p = p0 + dp. Тогда
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уравнение преобразуется к следующему виду:

T = T0

(
p0 + dp

p0

)γ−1
γ

Разложение полученного выражения в ряд Тейлора в окрестности dp→ 0:

T = T0 +
γ − 1

γ

T0
p0
dp− γ − 1

2γ2
T0
p20
dp2 +

γ2 − 1

6γ3
T0
p30
dp3−

− (γ2 − 1)(2γ + 1)

24γ4
T0
p40
dp4 +

(γ2 − 1)(2γ + 1)(3γ + 1)

120γ5
T0
p50
dp5 +O

(
dp6
)

(2.21)

Отбрасывание всех слагаемых третьей и более высокой степени, а также диф-

ференцирование по радиальной координате r, приводит к:

dT

dr
=

(
1− dp

2γp0

)
︸ ︷︷ ︸

cγ

γ − 1

γ

T0
p0

dp

dr
(2.22)

Следует подчеркнуть, что коэффициент cγ имеет аналитическое выражение

согласно (2.22). Несмотря на это, возможно использование данного коэффи-

циента в качества калибровочного значения в модели турбулентности.

Выражение (2.22) было впервые получено Ван Деемтером [219] как основа

Модифицированной Теории Пути Смешения Прандтля [220, 221]. Трехмерная

форма данной зависимости будет выглядеть следующим образом:

(∇e)γ = cγcv
γ − 1

γ

T

p
∇p (2.23)

Подстановка уравнения адиабаты (2.23) в аппроксимацию Прандтля для кон-

вективного теплового потока (2.17) дает окончательное выражение для иско-

мого теплового потока qγ (см. таблицу 2.1):

qγ = cγ∇ ·
(
λt
γ − 1

γ2
T

p
∇p
)

(2.24)
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Здесь λt - скалярная турбулентная теплопроводность, определяемая выраже-

нием (2.19).

Комбинация уравнений газодинамики (2.8)-(2.11), уравнений полуэмпи-

рической модели турбулентности (1.30)-(1.31), а также выражений для всех

тепловых потоков (2.12), (2.14), (2.16), (2.17) и (2.24) приводит к замкнутой

модели течения газа в вихревой трубе с частичным учетом анизотропии тур-

булентности. В то время как стандартную форму данной модели принято

обозначать RSM-LRR (Reynolds Stress Model - Launder, Reece, Rodi [56]), ее

модификацию в рамках подхода Ван Деемтера или гипотезы взаимодействия

вихрей [127, 129, 219, 220, 221] можно обозначить как RSM-LRR-VD.

2.4. Формулировка изотропной модификации ВД модели турбу-

лентности на основе гипотезы взаимодействия вихрей

Полуэмпирическая модель турбулентности RSM-LRR-VD, рассмотрен-

ная выше в разделе 2.3., относится к классу анизотропных моделей, посколь-

ку дает решения для полного тензора рейнольдсовых напряжений Π. Одна-

ко практика показала необходимость изотропизации турбулентных конвек-

тивных тепловых потоков qλ,turb (2.17) путем замены матрицы турбулентной

теплопроводности λ̂t скалярной величиной λt, задаваемой выражением (2.19).

Аналогичная изотропизация также применяется в отношении теплового по-

тока qγ, см. выражение (2.24). Следует подчеркнуть, что данные тепловые по-

токи являются определяющими при описании эффекта Ранка-Хилша в вих-

ревой трубе.

Исходя из отмеченного выше, изотропизация теплообменных процессов

приминительно к течению газа в вихревой трубе при одновременном учете

анизотропии турбулентности в уравнении Рейнольдса выглядит нецелесооб-

разно. Наиболее правильный путь в данном случае заключается в вычис-

лении полной матрицы турбулентной теплопроводности, например, согласно
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(2.18). Однако этот путь приводит к сложностям и, поэтому, не использу-

ется на практике. Другой подход заключается в изотропизации не только

конвективных тепловых потоков, но и рейнольдсовых напряжений. Это дает

резкое сокращение вычислительных затрат при допустимой потере точности.

Незначительность снижения точности связана, прежде всего, с доминирую-

щим вкладом турбулентных тепловых потоков в эффект Ранка-Хилша, в то

время как вклад рейнольдсовых напряжений является вторичным.

Изотропизация рейнольдсовых напряжений заключается в допущении то-

го, что не диагональные компоненты тензора Π не играют существенной ро-

ли, а кинетическая энергия турбуленции определяется только диагональными

компонентами этого тензора, т.е. π1,1, π2,2 и π3,3. Согласно (1.23), кинетиче-

ская энергия турбулентности запишется:

k =
1

2
(π1,1 + π2,2 + π3,3) =

1

2
tr (Π) (2.25)

В рамках того же подхода, использование упрощения в виде гипотезы

Буссинеска устанавливает линейную связь между тензором рейнольдсовых

напряжений Π и тензором скоростей деформаций Ṡ, см. раздел 1.2.3.. Под-

становка выражения (1.32) в (2.8) дает формулировку уравнения Рейнольдса

для турбулентного течения газа, замкнутого эмпирической величиной турбу-

лентной вязкости µt. Скалярная величина турбулентной теплопроводности,

как и в предыдущем случае, вычисляется при помощи линейной связки (2.19).

Вычисление величины µt осуществляется с применением одной из изо-

тропных моделей турбулентности, таких как k − ε, k − ω, SST, SAS-SST или

др. Подробный анализ данных моделей приведен в разделе 1.2.3.. С учетом

того, что турбулентность в вихревой трубе является развитой, а течение вы-

сокорейнольдсовым, в расчету обычно принимается k − ε модель турбулент-

ности [149, 150, 228, 237], см. уравнения (1.38) и (1.39).

Газодинамические уравнения течения газа в вихревой трубе на основе изо-
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тропной модели турбулентности k − ε запишутся в следующем виде:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρV ) = 0

ρ
∂V

∂t
+ ρ (V · ∇)V = −∇p+∇ ·

[
(µ+ µt)

(
∇V + (∇V )T − I

2

3
∇ · V

)]
ρ
∂E

∂t
+ ρ (V · ∇)E = ∇ ·

[
(µ+ µt)

(
∇V + (∇V )T − I

2

3
∇ · V

)
· V
]

︸ ︷︷ ︸
qσ

+

+∇ ·
(
λ+ λt
cp

∇e
)

︸ ︷︷ ︸
qλ

+ cγ∇ ·
(
λt
γ − 1

γ2
T

p
∇p
)

︸ ︷︷ ︸
qγ

− (V · ∇) p

p = ρRT (2.26)

ρ
∂k

∂t
+ ρ (V · ∇) k = µt dev

(
∇V + (∇V )T

)
: (∇V )T +

+∇ ·
[(
µ+

µt
σk

)
∇k
]
− ρε− 2

3
ρk (∇ · V )

ρ
∂ε

∂t
+ ρ (V · ∇) ε = Cε1

ε

k
µt dev

(
∇V + (∇V )T

)
: (∇V )T +

+∇ ·
[(
µ+

µt
σε

)
∇ε
]
− Cε2ρ

ε2

k
−
(
2

3
Cε1 − Cε3

)
ρε (∇ · V )

µt =


µκ y+

ln (Ey+)
, для пограничного слоя: 30 ≤ y+ ≤ 300

Cµρ
k2

ε
, для всей остальной области: y+ > 300

λt = cp
µt
Prt

; y+ = C
1
4
µρ

√
k

µ
y

E = e+
|V |2

2
; e = cvT ; R = cp − cv

Стандартные значения замыкающих эмпирических констант модели турбу-

лентности (за исключением новой константы cγ) сведены в таблицу 1.2. Со-

гласно разделу 1.2.3., k−ε модель турбулентности не позволяет учесть особен-

ности течения в пограничном слое. Поэтому, для этой области используется

эмпирическая аппроксимация на основе теории турбулентного пограничного

слоя - метод пристеночных функций. Как указано в системе уравнений (2.26),
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метод пристеночных функций справедлив только в околостеночной области,

характеризуемой диапазоном безразмерных координат 30 ≤ y+ ≤ 300, что

требует учета при построении расчетных сеток для численного решения при-

веденных уравнений.

В том случае, если в системе уравнений (2.26) положить qγ = 0, она све-

дется к модели течения газа на основе стандартной k − ε модели турбулент-

ности, которую предлагается обозначить как k − ε−std. С другой стороны,

учет вклада qγ в уравнении сохранения энергии приводит к модели турбу-

лентности, опирающейся на теорию Ван Деемтера (или Модифицированную

Теорию Пути Смешения Прандтля) и учитывающей все положения гипотезы

взаимодействия вихрей [127, 129, 219, 220, 221]. По аналогии с анизотропной

моделью турбулентности RSM-LRR-VD, предложенную здесь версию изо-

тропной модели турбулентности предлагается обозначить как k − ε−VD.

Схема предложенных обозначений моделей турбулентности сведена в табли-

цу 2.2.

Таблица 2.2
Схема обозначений моделей турбулентности.

Анизотропная
модель

Изотропная
модель

Стандартная модель;
без учета эффекта сжимаемости;
qγ = 0

RSM-LRR-std k − ε− std

Модифицированная ВД модель;
с учетом эффекта сжимаемости;
qγ ̸= 0

RSM-LRR-VD k − ε− VD

Следует подчеркнуть, что вклад Ван Деемтера qγ ∼ ∇p напрямую зави-

сит от величины градиентов давления, возникающих в камере энергоразде-

ления вихревой трубы. При этом, в стандартной параметризации турбулент-

ного конвективного теплового потока qλ ∼ ∇T участвует только величина

градиентов статической температуры. В этом заключается основное отличие
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между стандартной и модифицированной моделями турбулентности. Также

отметим, что новая эмпирическая постоянная cγ в систему уравнений (2.26)

позволяет сбалансировать вклады трех тепловых потоков: qσ, qλ и qγ.

Очевидно, что анизотропия турбулентности может играть существенную

роль при развитии течения газа в вихревой трубе. Несмотря на это, допуще-

ние об изотропии является достаточно распространенным в полуэмпириче-

ских моделях турбулентности и может считаться хорошей отправной точкой

для исследования вклада поправки Ван Деемтера qγ в эффект энергораз-

деления Ранка-Хилша. Исходя из этого, в настоящей диссертации обсужда-

ются результаты исследования только изотропной k − ε− VD модели турбу-

лентности. При этом, исследование эффектов анизотропии в рамках модели

RSM-LRR-VD планируется провести в дальнейшем.

2.5. Численные методы

Для решения системы уравнений (2.26) было разработано множество чис-

ленных методов [238, 239, 240, 241, 242, 243, 244]. Однако особое распростра-

нение получил Метод Конечных Объемов [245, 246, 247], в котором гаранти-

руется выполнение законов сохранения массы, момента движения и энергии

в потоке жидкости. В связи с этим свойством, данный метод относят к классу

консервативных.

В последнее время нашли свое широкое применение коммерческие па-

кеты программ для гидро- и газодинамических расчетов. К таким па-

кетам можно отнести FlowVision [248, 249], ANSYS CFX, ANSYS Fluent

[247, 250, 251, 252, 253, 254, 255], COMSOL, STAR-CCM+, PHOENICS, FLOW-

3D и др. Поскольку в данных пакетах решается система уравнений движения

жидкости аналогичная (2.26), они, как правило, основаны на той или иной

разновидности Метода Конечных Объемов. Основное преимущество коммер-

ческого программного обеспечения заключается в том, что оно позволяет ин-
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женерам и исследователям абстрагироваться от технических проблем реше-

ния системы уравнений и сосредоточиться исключительно на физике тече-

ния жидкости [256, 257]. С другой стороны, коммерческие пакеты не позво-

ляют изменять исходный код программы и, соответственно, заложенную в

нее систему уравнений. Очевидно, что такие пакеты не позволяют добавить

поправку на сжимаемость газа qγ и, соответственно, провести исследования

k − ε− VD модели турбулентности.

Научным сообществом активно разрабатываются несколько программных

продуктов с открытым исходным кодом для численного решения системы

уравнений (2.26), которые также основаны на Методе Конечных Объемов. К

ним можно отнести OpenFOAM [258, 259, 260], VP2/3 [261, 262], SU2, Gerris,

Basilisk, Fluidity, Nektar++. В отличие от коммерческих продуктов, данные

исследовательские программы позволяют изменять исходный код, модифи-

цировать систему уравнений и численные алгоритмы.

Исследования течения газа в вихревой трубе, представленные в настоящей

диссертации, основаны на использовании как коммерческого пакета ANSYS

CFX, так и модифицированной версии решателя rhoCentralFoam, входящего

в состав OpenFOAM [263, 264]. При этом, ANSYS CFX используется для ис-

следования стандартных моделей турбулентности, таких как RSM-LRR-std

и k − ε− std. С другой стороны, исследование модифицированной модели

турбулентности k − ε− VD проведено при помощи OpenFOAM.

Особенности реализации Метода Конечных Объемов

Для поиска приближенного численного решения уравнений (2.26), расчет-

ная область разбивается на конечное число небольших по размеру объемов

- т.н. ячейки расчетной сетки. При этом точность решения непосредственно

зависит от размера и количества ячеек, поэтому данный параметр требует

особого внимания. Расчетные сетки можно разделить на две большие группы:

структурированные и неструктурированные сетки. В первом случае размер и

расположение ячеек выбирается особенным образом, чтобы минимизировать
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неортогональность поля скорости по отношению к сетке [259, 260]. То есть,

чтобы приблизить направление скорости в каждой точке расчетной области

к направлению нормали к одной из граней соответствующей ячейки. Напро-

тив, в неструктурированных сетках ячейки разбросаны случайным образом

по расчетной области.

Алгоритмы построения расчетных сеток и точность численного решения

на них является отдельным предметом научных исследований. Тем не менее,

можно отметить, что неструктурированные сетки не подходят для расчета

высокоскоростных течений сжимаемого газа. Таким образом, для расчета те-

чения газа в вихревой трубе обычно применяют структурированные сетки,

как показано в обзорных статьях [149, 150, 237].

Кроме того, ANSYS CFX и OpenFOAM имеют особенности реализации

разбиения расчетной области на ячейки. В то время как ANSYS CFX ис-

пользует расчетную сетку типа “cell-vertex”, в OpenFOAM заложены несколь-

ко упрощенные (с геометрической точки зрения) сетки типа “cell-centered”. В

сетках типа “cell-centered” значения переменных хранятся в центре масс каж-

дой из ячеек. В то же время, сетки типа “cell-vertex” хранят переменные в

узлах, причем вокруг каждого из узлов строятся многогранные ячейки до-

полнительной сетки. Следует подчеркнуть, что именно дополнительная сетка

используется для численного решения уравнений, а основная сетка является

лишь основой для ее построения. Таким образом, указанные типы сеток от-

личаются между собой принципиальным образом, что схематично показано

на рис. 2.10, см. также рис. 3.6 в [241].

Главный принцип Метода Конечных Объемов заключается в применении

теоремы Гаусса-Остроградского [32] для вычисления конвективных членов

каждого из уравнений (2.26). Например, интегрируя конвективное слагаемое

в уравнении Рейнольдса по объему ячейки расчетной сетки можно записать:

F =

∫∫∫
Ω

(V · ∇)V dΩ =

∫∫
Γ

V (V · n⃗) dΓ, (2.27)
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(а) (б)

Рис. 2.10. Схематичное изображение конечных объемов типа (а) “cell-centered” и (б)
“cell-vertex”. Схема заимствована из [241].

где Ω - объем ячейки, Γ - площадь оболочки ячейки, а n⃗ - вектор нормали к

оболочке ячейки. С учетом того, что каждая из ячеек состоит из N граней,

поверхностный интеграл можно разбить на несколько частей:

F =
N∑
j=1

∫∫
Γj

Vj (Vj · n⃗j) dΓj, (2.28)

Для численных методов второго порядка точности можно заметить, что сред-

неинтегральное значение некоторой переменной по поверхности грани ячейки

равно значению этой переменной в центре масс выделенной грани. Использо-

вание специальных методов интерполяции переменных между центрами масс

ячеек и центрами масс граней данных ячеек позволяет упростить выражение

(2.28):

F =
N∑
j=1

VjΦj, (2.29)

где Φj - объемный поток жидкости (газа) через поверхность грани j, Vj -

значение скорости течения в центре масс данной грани. Упрощенно можно

отметить, что различные версии Метода Конечных Объемов, используемых

как в ANSYS CFX, так и в OpenFOAM, отличаются между собой алгорит-

мами и схемами вычисления потоков Φ. Более подробно Метод Конечных

Объемов рассмотрен в книгах [239, 241, 242, 259, 260].
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Особенности численные методов

Одна из простейших численных схем нахождения потоков Φ используется,

например, в Методе Крупных Частиц [239], который по своей сути относится

к разновидности Метода Конечных Объемов. Данная схема относится к типу

“upwind” и рассматривает ячейку расчетной сетки в виде единой жидкой ча-

стицы. Решатель rhoCentralFoam, входящий в состав OpenFOAM и принятый

за основу в настоящем исследовании, использует более сложную разновид-

ность центрально-разностной схемы “central-upwind”, разработанную Курга-

новым и Тадмором [265]. В отличие от Метода Крупных Частиц, данная схе-

ма обеспечивают возможность распространения малых возмущений как по

потоку, так и против него, что особенно важно при расчете трансзвуковых

течений, в т.ч. в вихревой трубе.

Кроме того, rhoCentralFoam использует метод Эйлера первого порядка

точности для дискретизации производных по времени, а также методы ли-

нейной интерполяции для нахождения величин в центрах масс граней ячеек.

Величина шага интегрирования по времени связывается с размером ячеек

(т.е. шагом по пространству) при помощи критерия Куранта-Фридрихса-Леви

CFL. В рамках OpenFOAM существуют особенности вычисления данного

критерия:

CFL = ∆t

∑
|Φ|

2Ω
, (2.30)

где
∑

|Φ| - сумма абсолютных величин объемных потоков через все грани

выделенной ячейки. На каждом шаге интегрирования по времени проверя-

ется рекомендуемое для rhoCentralFoam условие CFL ≤ 0.2, исходя из чего

корректируется временной шаг ∆t.

Детали численные алгоритмов, заложенных в коммерческий пакет ANSYS

CFX, не раскрываются. Однако можно отметить следующие особенности:

• Схема высокого порядка точности используется для дискретизации кон-

вективных слагаемых. Однако при использовании LES модели турбу-
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лентности применяется разновидность центрально-разностной схемы.

• Для интегрирования по времени используется метод Эйлера второго

порядка точности.

• Интегрирование по времени происходит итерационно с использовани-

ем неявных схем. Итерации останавливаются при достижении точности

10−6 для давления и 10−4 для остальных переменных.

• Шаг интегрирования варьируется автоматическим образом в наперед

заданном интервале: 10−7 с ≤ ∆t ≤ 10−5 с для течения в вихревой тру-

бе. Уменьшение ∆t происходит в том случае, если количество итераций,

отмеченных в пункте выше, превышает 10. Соответственно, ∆t умень-

шается если количество итераций падает ниже 2.

Особенности граничных условий в OpenFOAM

Стандартная версия решателя rhoCentralFoam не содержит некоторых ти-

пов граничных условий, которые критически важны для расчета течения га-

за в вихревой трубе. Исходя из этого, исходный код решателя был дополнен

недостающими граничными условиями. Так, граничное условие по массовому

расходу Gbc, протекающему через границу bc было преобразовано к гранич-

ному условию по скорости газа:

Vbc =
Gbc∫∫
Γ ρdΓ

, (2.31)

где Γ - площадь поверхности границы bc, а Vbc - скорость газа на границе,

заданная в нормальном к ней направлении.

На входной границе в сопловой аппарат вихревой трубы, а также на вы-

ходе холодного потока (см. рис. 2.1), требуется задать граничное условие по

давлению торможения газа. Для этого давление торможения газа пересчиты-

вается в статическое давление используя следующее выражение:

pbc = p∗bc −
1

2

∫∫
Γ,bc ρ |V |2 dΓ∫∫

Γ,bc dΓ
, (2.32)
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где p∗bc - требуемое давление торможения газа на границе bc, а pbc - соответ-

ствующее ему статическое давление. Также требуется удостовериться в том,

что скорость газа на входе в сопловой аппарат не будет превышать звуко-

вой барьер непосредственно на границе bc. Для этого требуется использовать

граничное условие по скорости следующего вида:
∂V

∂n

∣∣∣∣
bc

= 0, если Vbc ≤ a

Vbc = a, если если Vbc > a

(2.33)

где a =
√
γRT - локальная скорость звука; Vbc - скорость газа, направленная

нормально к входной границе соплового аппарата bc и полученная используя

условие нулевого градиента ∂V
∂n

∣∣
bc
= 0.

Граничное условие по температуре торможения устанавливается анало-

гично (2.32):

Tbc = T ∗
bc −

1

2cp

∫∫
Γ,bc |V |2 dΓ∫∫

Γ,bc dΓ
, (2.34)

где T ∗
bc - требуемая температура торможение на границе bc, а Tbc - соответ-

ствующая ей статическая температура.

Начальные условия и квазистационарное течение

Во всех расчетах течения газа в вихревой трубе, как в ANSYS CFX, так

и в OpenFOAM, в начальный момент времени полагалось, что течение газа

в проточной части отсутствует (V = 0), а давление и температура газа соот-

ветствуют атмосферным, т.е. p = 100 кПа, T = 300 К. После начала расче-

та возникает нестационарное течение быстро меняющееся в времени. Спустя

определенное время, осредненные параметры течения перестают меняться во

времени, а само течение достигает квазистационарного режима. Кроме того,

во времени перестают изменяться и интегральные характеристики вихревой

трубы, такие как изоэнтропный КПД (2.5), холодильный КПД (2.6), доля хо-

лодного потока (2.3) и доля горячего потока (2.4). Только после достижения
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постоянства во времени этих параметров расчет останавливался и произво-

дилась обработка полученных результатов.

2.6. Выводы по главе

1. В вихревых трубах используется эффект Ранка-Хилша для разделения

входного сжатого газа на холодный и горячий потоки. Вихревые тру-

бы имеют ряд положительных качеств по сравнению с более конвенци-

ональными устройствами охлаждения или нагрева, такими как паро-

компрессионные машины, детандеры и др. К основным преимуществам

вихревых труб можно отнести: (а) отсутствие хладагентов и теплоноси-

телей, а следовательно и повышенная экологическая безопасность; (б)

простота конструкции, а также дешевизна изготовления и эксплуата-

ции; (в) высокая надежность в связи с отсутствием подвижных частей;

(г) малая инерционность тепловых процессов.

2. Эффект Ранка-Хилша и вихревые трубы являются предметом актив-

ных исследований на протяжении почти 100 лет, которые, прежде всего,

направлены на повышение энергетической эффективности. Результа-

том таких исследования стала конструкция вихревой трубы, позволя-

ющая получить холодильный КПД (2.6) на уровне ηc ≈ 0.20− 0.22 в

зависимости от типа трубы. Столь низкий показатель энергоэффектив-

ности является основным ограничивающим фактором широкого про-

мышленного применения вихревых труб.

3. Можно предположить, что основная причина сложности дальнейшего

усовершенствования конструкции вихревых труб состоит в отсутствии

полного понимания физических процессов, лежащих в основе эффек-

та Ранка-Хилша. Вплоть до настоящего времени эффект Ранка-Хилша

остается загадкой и является предметом дискуссий. Возможные физи-

ческие объяснения эффекта ранжируются от “умозрительных” (схема-
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тичных) представлений до математически строгих теорий, дающих чис-

ловые оценки.

4. Наиболее точное объяснение эффекта Ранка-Хилша носит название “ги-

потезы взаимодействия вихрей” и было сформулированно Меркуловым

[125, 127, 222, 223, 224]. В основе данной гипотезы лежит предположе-

ние о существовании т.н. “микрохолодильных циклов”, схематично по-

казанных на рис. 2.8 [143]. В соответствии с данной гипотезой, высокая

степень турбулизации течения газа в вихревой трубе приводит к актив-

ному тепло- и массообмену между центральным свободным и внешним

вынужденным вихрем. Работа, совершенная одним вихрем над другим,

а также конвективные потоки тепловой энергии, приводят к наблюдае-

мой температурной стратификации.

5. Математическое выражение “гипотезы взаимодействия вихрей” нашло

в так называемой Модифицированной Теории Пути Смешения Прандт-

ля [220, 221], частью которой является поправка Ван Деемтера [219]

на сжимаемость газа. Проведенный анализ показал [195, 231, 232, 236],

что поправка Ван Деемтера (Модифицированная Теория Пути Сме-

шения Прандтля) не учтена ни в одной из существующих моделей

турбулентности. То есть, другими словами, “гипотеза взаимодействия

вихрей” не полностью отражена в современных моделях турбулентно-

го течения газа. Можно предположить, что именно это может приво-

дить к ошибке при моделировании эффекта температурного разделе-

ния Ранка-Хилша в современных гидрогазодинамических пакетах. В

некоторых работах эффект температурного разделения, полученный в

численной модели, отличался от лабораторных измерений более чем на

30% [225, 226, 227, 228, 230, 231, 232, 233, 234, 235].

6. В настоящей главе диссертации рассмотрена формулировка стандарт-

ной анизотропной модели турбулентности рейнольдсовых напряжений

RSM-LRR-std, а также стандартной изотропной модели турбулентно-
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сти k-ε-std. Данные модели были дополнены поправкой Ван Деемтера

на сжимаемость газа для более полного отражения физических принци-

пов, заложенных в “гипотезу взаимодействия вихрей”. Модифицирован-

ные версии анизотропной и изотропной моделей турбулентности были

обозначены как RSM-LRR-VD и k-ε-VD, см. таблицу 2.2.

7. Дальнейшая работа состоит из нескольких этапов. Прежде всего, в гла-

ве 4 проводится детальное исследование предложенных модифициро-

ванных моделей турбулентности. В результате данных исследований

необходимо определить величину введенной эмпирической константы

cγ через калибровку модели турбулентности по отношению к лабора-

торным измерениям. Далее, в главе 5 откалиброванная модель турбу-

лентности применяется для внесения усовершенствований в конструк-

цию вихревой трубы и ее элементов с целью усиления эффекта Ранка-

Хилша и, соответственно, повышения энергоэффективности вихревой

трубы.
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ГЛАВА 3

РАЗРАБОТКА МОДИФИЦИРОВАННОЙ МОДЕЛИ

ТУРБУЛЕНТНОГО ТЕЧЕНИЯ В ГИДРОВОЛНОВОМ ЛОТКЕ

С ВОЛНОПРОДУКТОРОМ

3.1. Нелинейные поверхностные волны

Океан покрывает порядка 70% поверхности Земли. Столь значительный

резервуар массы воды и, соответственно, тепловой энергии является неотъем-

лемым элементом планетарного теплового баланса. Океан определяет влаж-

ность, влияет на атмосферные течения, определяет биохимический баланс

атмосферы [266]. Океан является одним из наиболее существенных хранилищ

углекислоты и других парниковых газов, освобождение которые драматиче-

ским образом скажется на экологии и климате [267]. Более того, водяной пар

сам по себе является одним из наиболее распространенных парниковых газов.

Клаус Хассельман показал, что климат Земли не является детерминиро-

ванным строго определенным набором факторов, таких как солнечное излу-

чение или концентрация углекислого газа в атмосфере. Напротив, климат

является фундаментально случайной системой, включающей в себя быст-

рые изменения погоды и медленную реакцию “интеграторов” (накопите-

лей), таких как океан, толща земной поверхности, ледяной покров и др.

[267, 268, 269, 270]. Климат естественным образом стремиться со временем

стать менее предсказуемым, особенно на больших временных масштабах.

Остановить изменение климата невозможно простым уменьшением выбро-

сов парниковых газов. Требуется найти способы усиления влияния “интегра-

торов” (включая океан), смягчающих переменчивость климата. Этот вызов

можно считать одним наиболее важных в ближайшем будущем.
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3.1.1. Роль поверхностных волн в формировании климата

Особую роль в планетарном балансе тепловой энергии играют первые 10

метров толщи воды, которые принято называть слоем смешения (по аналогии

с пограничным слоем атмосферы). Совокупная масса воды, сосредоточенная

в слое смешения океана, равна массе всего атмосферного воздуха [109, 271].

С учетом того, что теплоемкость воды примерно в четыре раза выше тепло-

емкости воздуха, верхний слой океана накапливает примерно в четыре раза

больше тепловой энергии по сравнению со все атмосферой. С другой стороны,

согласно последним исследованиям [272, 273], поверхностные волны играют

определяющую роль в тепло- и массообменных процессах в слое смешения

океана и пограничном слое атмосферы. Из этого следует важное значение

морских волн при определении погоды и климата [102, 109, 274, 275].

Рис. 3.1. Фотография момента обрушения

волны [276]

Процесс образования, эволюции и

диссипации поверхностных морских

волн до конца не изучен, однако его

схематичное описание не вызывает

разногласий. Предполагается отсут-

ствие волн в начальный момент вре-

мени. В таком случае, течение воз-

духа в пограничном слое атмосфе-

ры (ветер) вызывает неустойчивость

поверхности раздела фаз (свободной

поверхности). Далее происходит экспоненциальный рост изначально беско-

нечно малых возмущений и формирование линейных поверхностных волн

малой высоты [277, 278]. По мере увеличения высоты волн, возникают эф-

фекты отрыва течения воздуха от гребня волны. В таком режиме распреде-

ление давления по свободной поверхности играет основную роль в процессе

дальнейшего роста высоты волн [279, 280, 281]. В некоторый момент времени
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энергия волны, определяемая ее высотой, достигает предельного значения,

после которого волна не в состоянии удерживать свою форму. Происходит

опрокидывание верхней части гребня, называемое обрушением волны, при-

мер которого показан на рис. 3.1.

Обрушение волны кардинальным образом меняет состояние системы.

Прежде всего, происходит захват пузырей воздуха в толщу воды и выброс

жидкой фазы в атмосферу в виде мелкодисперсных капель (спрея), то есть,

происходит перемешивание жидкой и газообразной фаз [100, 101, 282]. Так-

же обрушение волны порождает вихревые и сдвиговые течения, что, в свою

очередь, турбулизирует слой смешения океана. Все упомянутые процессы

скачкообразно усиливают тепло- и массообмен между океаном и атмосфе-

рой [102, 274, 275, 283], увеличивая роль океана в общепланетарном балансе

и, как следствие, в климате.

Рис. 3.2. Вид сверху на область залива в месте

размещения ветроэлектростанции (ветряной фермы).

Красный цвет показывает уменьшение характерной

высоты волны вследствие влияния ветрогенераторов.

Изображение заимствовано из исследования [284].

Строительство в океане

крупномасштабных ветро-

электростанций (ветряных

ферм), искусственных пла-

вучих островов, платформ,

газовых хранилищ и других

сооружений может оказать

влияние на высоту морских

волн и интенсивность их об-

рушения [284, 285, 286, 287].

Это, в свою очередь, может

как интенсифицировать, так

и погасить тепло- и массообмен, вызывая отрицательное влияние на климат

и биохимический баланс атмосферы и океана [266, 267]. В качестве примера,

на рис. 3.2, заимствованном из [284], красным цветом показана область “за-

тенения” поверхностных волн, вызванного влиянием ветроэлектростанции.
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В настоящее время, описанные явления слабо изучены. Требуется вни-

мательно подойти к отмеченным вопросам при строительстве крупных про-

мышленных объектов в открытом море и прибрежной зоне.

3.1.2. Морское и прибрежное строительство

Кроме фундаментальных проблем, океан представляет опасность для про-

мышленной и хозяйственной деятельности человека. В океане добываются

важные продукты питания, минеральные и ископаемые ресурсы. Примерно

90% товаров перевозится морским транспортом, соединяющим географиче-

ски отдаленные страны и регионы. Мощные штормы и ураганы представляют

угрозу кораблям, морским платформам, прибрежным инженерным сооруже-

ниям, береговым линиям и другим природным и техническим объектам. Ча-

сто штормы и ураганы вызывают наводнения, унося с собой здания, урожай

и жизни людей.

(а) (б)

Рис. 3.3. (а) Фотография “пирамидальной” волны-убийцы, сделанная у берегов Японии;
(б) встреча корабля с высокой волной в Таганрогском заливе. Фотографии заимствованы

из книги [288].

В настоящее время значительные усилия направлены на изучение так на-

зываемых волн-убийц (“rogue wave” или “freak wave”), которые представляют

собой особенно высокие волны, возникающие совершенно неожиданно. В ли-

тературе зафиксированы множественные упоминания капитанов кораблей о
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наблюдении огромных волн высотой до 30 метров [288], а позже появились

измерения подобных волн [289]. Непредсказуемость появления волн-убийц де-

лает их опасными как для кораблей, так и для морских сооружений [290, 291].

Более того, причины возникновения таких волн до сих пор остаются предме-

том дискуссий, а соответствующая теория не разработана [288, 292, 293]. Фо-

тография чрезвычайно высокой волны-убийцы представлена на рис. 3.3(а), а

момент встречи корабля с волной показан на рис. 3.3(б).

Кроме экстремально высоких силовых нагрузок, воздействие высоких

волн может вызывать большие смещения морских судов, в особенности транс-

портирующих жидкости (танкеры, газовозы). Расплёскивание жидкостей в

резервуарах несет дополнительный риск безопасности судна [290, 291, 294].

Рис. 3.4. Лабораторные исследования по воздействию волн цунами на модель плавучего
энергоблока, выполненную в масштабе 1:100. Фотография заимствована из статьи [295].

Воздействие высоких волн на сооружения береговой защиты могут вы-

звать их повреждения и даже разрушение. Также высокие волны несут риск

наводнений в случае нарушения элементов береговой защиты [296]. Рис. 3.4

[295] показывает момент лабораторных испытаний защитного сооружения от

набегающих волн.

Для решения обсужденных прикладных и фундаментальных проблем в

настоящее время проводятся лабораторные, численные и теоретические ис-
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следования как в России [247, 251, 252], так и по всему миру. Актуальность

исследований механики нелинейных обрушивающихся волн усиливается по

мере ускорения темпов освоения морей и океанов, а также застраивания бе-

реговых линий.

3.1.3. Лабораторные и численные исследования поверхностных

волн

Испытания и исследования прибрежных и морских сооружений, судов,

плавучих платформ и других инженерно-технических объектов на предмет

воздействия морских волн проводят в специальных гидроволновых лотках и

бассейнах широко распространенных в России и за рубежом. Для проведе-

ния экспериментального исследования в подобных установках требуется ис-

пользование уменьшенной физической модели изучаемого сооружения. Для

выдерживания гидродинамических режимов масштабирование производят с

использованием теории подобия. Можно перечислить ряд научных, исследо-

вательских и проектных организаций России, в которых используются гид-

роволновые лаборатории различных размеров [295, 297, 298, 299, 300]:
• Крыловский государственный научный центр;

• Санкт-Петербургский государственный морской технический универси-

тет;

• Арктический и антарктический научно-исследовательский институт;

• 26 Центральный научно-исследовательский институт;

• Институт прикладной физики (Нижний Новгород);

• другие организации.
На рис. 3.5 показан общий вид эксперимаентального бассейна в Крыловском

государственном научном центре.

Необходимость лабораторных испытаний вызвана отсутствием точных ин-

женерных методов и расчетных формул для вычисления гидродинамики по-

верхностных волн и механики их взаимодействия с инженерными объектами
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Рис. 3.5. Мелководный бассейн Крыловского государственного научного центра. Бассейн
оборудован буксировочной тележкой и волнопродуктором, обеспечивающим волнение с

длиной волны 1...10 м и высотой волны 20...35 см. Фотография заимствована с
официального веб-сайта центра: https://krylov-centre.ru/experimental/basin-river

[301]. Также в качестве целей экспериментальных исследований можно выде-

лить следующие:

1. определение силового воздействия набегающих поверхностных волн на

погруженное в воду тело;

2. определение значений интересующих параметров взаимодействия волн

с сооружениями при наихудшей возможной волновой ситуации вблизи

конструкции при заданных параметрах волнения на удалении (в откры-

том море);

3. проверка предсказаний теории поверхностных волн при инженерном

сопровождении проектирования гидротехнических сооружений и кон-

струкций;

4. объяснение явлений, значимо сказывающихся на эксплуатацию гидро-

технических сооружений.

Вместе с тем, ряд исследователей указывают на значительные сложно-

сти, возникающие при физическом моделировании в гидроволновых лабора-

ториях [295, 299, 301]. Прежде всего, проведение экспериментальных исследо-

https://krylov-centre.ru/experimental/basin-river
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ваний чрезвычайно трудозатратно и требует значительных финансовых ин-

вестиций. Этим объясняется невозможность выполнения оптимизационных

экспериментальных исследований, требующих рассмотрения сотен или даже

тысяч возможных проектных решений и условий волнения. Также в боль-

шинстве случаев отсутствует возможность масштабирования задачи на ос-

новании выдерживания всех требуемых критериев подобия, таких как число

Струхаля St, Фруда Fr, Эйлера Eu, Рейнольдса Re, Вебера We. Как прави-

ло, выдерживается число Фруда Fr = V/
√
gL и, по возможности, Рейнольдса

Re = V L/ν.

Исходя из этого, в настоящее время значительные усилия направлены на

создание “численной гидроволновой лаборатории” [301, 302, 303, 304, 247, 251,

252], использование которой на предварительных этапах значительно расши-

ряет возможности исследователей и инженеров. Использование методов ком-

пьютерного моделирования удешевляет исследования и, в то же время, не

требует масштабирования задачи. То есть, проблема взаимодействия набега-

ющих волн с инженерным сооружением может рассматриваться в масштабе

1:1. В то же время, численная гидроволновая лаборатория должна включать

в себя все элементы физического лабораторного лотка или бассейна, чтобы

обеспечить возможность экспериментальной верификации результатов рас-

четов.

Схема типичного лабораторного гидроволнового лотка показана на

рис. 3.6. Он состоит из емкости, заполненной водой (сам лоток), с одной

стороны которой расположен гидравлический агрегат, предназначенный для

генерации поверхностных волн заданной формы - так называемый, волнопро-

дуктор. Далее волна, сгенерированная волнопродуктором, распространяется

вниз по лотку и достигает тестового объекта, на котором и вблизи которого

располагается измерительное оборудование. В конце лотка требуется установ-

ка активных или пассивных гасителей волн, предотвращающих “загрязнение”

тестовой области отраженными волнами.
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Рис. 3.6. Схема лабораторного гидроволнового лотка и размещение измерительных
устройств. Заимствована из статьи [299].

Правильное математическое описание физических процессов, происходя-

щих в лабораторном волновом лотке, требует применения иерархии мате-

матических моделей [301], описывающих гидродинамику бегущих поверх-

ностных волн на разных масштабах с разной точностью. В подобной иерар-

хии должны встречаться модели двухфазной среды с поверхностью раздела

(воздух-вода) на основе уравнений Навье-Стокса, нелинейные модели квази-

потенциального теченияи и другие приближения [301].

Особенно остро стоит задача высокоточной генерации требуемой формы

поверхностной волны при помощи программно-управляемого волнопродукто-

ра поршневого или шарнирно закрепленного типа, см. рис. 3.7. Нелинейности

уравнений (1.53)–(1.56) делают невозможным точное решение данной зада-

чи. Несмотря на большие усилия российских и зарубежных исследователей

[300, 303, 304, 305, 306, 307, 308, 309, 310, 311, 312], высокоточная генера-

ция нелинейной крутой волны остается практически недостижимой вплоть

до настоящего времени.

Требуется разработка усовершенствованного алгоритма автоматизиро-

ванного управления механическим, пневматическим или гидравлическим

приводом волнопродуктора (рис. 3.7) с целью повышения точности генерации

поверхностных волновых пакетов сложной формы. Новый алгоритм управ-

ления волнопродуктором должен быть частью численной модели гидровол-
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Рис. 3.7. Принципиальная схема волнопродуктора поршневого типа, заимствованная из
статьи [301].

нового лотка, а также входить в состав системы управления физическим ла-

бораторным лотком.

Работа над обсуждаемой проблемой должна состоять из нескольких эта-

пов. На первом этапе (глава 6) требуется разработать численный гидроволно-

вой лоток, состоящий из иерархии моделей и включающий в себя, в том чис-

ле, модель турбулентной вязкости для обрушивающихся волн. Гидроволно-

вой лоток будет использован на следующем этапе исследования для создания

нового алгоритма автоматизированного управления волнопродуктором (гла-

ва 7). Завершающий этап исследования должен включать в себя детальные

численные и экспериментальные исследования точности нового алгоритма

управления волнопродуктором (глава 8).

3.2. Разработка сопряженной численной модели гидроволнового

лотка

Сложность численного моделирования процесса распространения поверх-

ностных волн и их взаимодействия с погруженными сооружениями заключа-

ется, прежде всего, в чрезвычайно широком масштабе возникающих течений.

При обрушении волны в непосредственной близости от сооружения возникает
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захват воздуха в толщу воды [100, 101, 282]. Пузыри воздуха, имеющие раз-

мер в диапазоне от 1 мкм до 10 мм, играют существенную роль при определе-

нии силовых нагрузок. С другой стороны, характерная длина поверхностных

волн в океане составляет порядка 10 метров. Тепло- и массообменные процес-

сы между океаном и атмосферой характеризуются масштабом в сотни кило-

метров. Как уже отмечалось выше, в таких условиях требуется использовать

иерархию численных моделей [301], пренебрегая некоторыми явлениями как

на большом, так и на малом масштабе.

Принципиальная схема сопряженной численной модели, используемой в

настоящей диссертации, показана на рис. 3.8. В основе модели лежит од-

нофазная квазипотенциальная модель нелинейных обрушивающихся волн,

позволяющая учесть эволюцию волнового пакета на пробеге в несколько де-

сятков длин волн (длина расчетной области). В левой части домена распо-

ложен волнопродуктор поршневого типа или шарнирно закрепленный, как

показано на рисунке. Правая часть домена заканчивается областью гашения

волн для исключения их отражения от твердой стенки. На расстоянии Li от

волнопродуктора, которое может составлять несколько десятков длин волн,

производится сопряжение базовой модели с более сложной двухфазной моде-

лью с поверхностью раздела, в которой решаются уравнения Навье-Стокса.

Процесс сопряжения происходит посредством специальным образом выбран-

ных граничных условий по скорости жидкости.

Двухфазная модель является чрезвычайно затратной с вычислительной

точки зрения. Поэтому, она накрывает небольшую пространственную область

длиной 2...3 длины волны. Численный гидроволновой лоток построен таким

образом, чтобы иметь возможность сравнения формы волны и течения жид-

кости, получаемых в однофазной и двухфазной аппроксимациях. Это будет

важно на более поздних этапах исследования. Также следует отметить воз-

можность размещения погруженных в воду сооружений любой формы в рам-

ках двухфазной модели.
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Рис. 3.8. Схема численной модели гидроволнового лотка: однофазная
квазипотенциальная модель сопряжена с двухфазной моделью вода-воздух. Длина Li

может достигать несколько десятков характерных длин волн; h - глубина
гидроволнового лотка при отсутствии волнения.

3.2.1. Модель двухфазного течения с поверхностью раздела

В некоторых сценариях волнового воздействия набегающей волны на по-

груженное в воду сооружения, значительную роль играет сжимаемость пузы-

рей воздуха, захваченных при обрушении поверхностной волны. Ряд иссле-

дователей показали [313, 314, 315], что при воздействии фронта волны на по-

верхность сооружения, возникает резкое расширение сжатых пузырей возду-

ха, сопровождающееся высвобождением соответствующей энергии. Причем,

самый сильный скачек давления наблюдается в непосредственной близости к

поверхности сооружения. Также была установлена особая роль аэрации воды

в процессе нагружения сооружений.

Сжимаемость воздуха в однофазном течении может быть учтена при по-

мощи уравнения состояния совершенного газа (1.17). Однако в двухфазном

потоке, требуется учесть сжимаемость обеих фаз - как воздуха, так и воды. В

этом случае возможно использование уравнения состояния следующего вида

(Stiffened Gas equation of state [316]):

p = ρ (γ − 1) e− p∞, (3.1)

где e = cvT - внутренняя энергия газа/жидкости. Данное уравнение включа-
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ет в себя три постоянные: показатель адиабаты γ, изохорную теплоемкость

cv и параметр давления p∞, характеризующий взаимное притяжение молекул

капельной жидкости. Несмотря на то, что данное уравнение не позволяет до-

стичь высокой точности для капельных жидкостей, оно может оказаться при-

емлемым, если давление меняется незначительно. Свойства воздуха и воды

для использования совместно с уравнением (3.1) сведены в таблицу 3.1.

Таблица 3.1
Физические свойства воздуха и воды для использования совместно с

уравнением (3.1).

Свойство Обозначение Размерность Воздух Вода
Показатель адиа-
баты γ - 1.4 4.4

Параметр давле-
ния p∞ МПа 0 950...1000

Изобарная тепло-
емкость cp Дж / (кг К) 1001 4182

Газовая постоян-
ная R Дж /(кг K) 286 3200

Динамическая
вязкость µ Па с 1.78× 10−5 10−3

Число Прандтля Pr - 0.713 7.01

Для дальнейшего рассмотрения двухфазной смеси требуется ввести сле-

дующие допущения:

1. Рассматриваемая смесь является гомогенной во всем пространстве. То

есть, существует возможность задать некоторые осредненные свойства

смеси опираясь на величину объемной доли воды α1 или объемной доли

воздуха α2 = 1− α1. Причем, α1 + α2 = 1 по определению.

2. Для каждой из компонент смеси выполняются законы сохранения мас-

сы, импульса и энергии.

3. Смесь в целом также удовлетворяет этим уравнениям.

4. Давление p, температура T и вектор скорости V для компонент смеси

совпадают во всем пространстве в каждый момент времени. Другими
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словами, отсутствует “межфазное скольжение”, а компоненты смеси на-

ходятся в термодинамическом равновесии.

В этом случае, внутренняя энергия смеси будет представлять собой сумму

энергий отдельных компонент с учетом их объемных долей αj:

ρe =
∑
j=1,2

αjρjej (3.2)

С другой стороны, учитывая p1 = p2 = p, из уравнения (3.1) можно найти

выражение для ρjej:

ρjej =
p− p∞j

γj − 1
(3.3)

Подставляя (3.3) в (3.2) можно записать:

ρe = p
∑
j=1,2

αj
1

γj − 1
−
∑
j=1,2

αj
p∞j

γj − 1
(3.4)

Выражая давление из (3.4) можно записать итоговое уравнение состояния

для гомогенной смеси воздуха и воды:

p =
ρe+

∑
j=1,2 αjp∞j/ (γj − 1)∑

j=1,2 αj/ (γj − 1))
(3.5)

Для среды, обладающей указанными свойствами, уравнения неразрывно-

сти (1.12), импульса (1.10) и сохранения энергии (1.14) запишутся в следую-

щем виде:
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∂α1ρ1
∂t

+∇ · (α1ρ1V ) = 0

∂α2ρ2
∂t

+∇ · (α2ρ2V ) = 0

∂ (ρV )

∂t
+∇ · (ρV V ) = ρg −∇p+∇ ·

[
µ

(
∇V + (∇V )T − I

2

3
∇ · V

)]
(3.6)

∂ (ρe)

∂t
+∇ · (ρV e) = − (V · ∇) p+ q +Qτ

p =
ρe+

∑
j=1,2 αjp∞j/ (γj − 1)∑

j=1,2 αj/ (γj − 1))

Плотность смеси, ее вязкость и другие свойства определяется объемными до-

лями компонент: ρ = α1ρ1 + α2ρ2; µ = α1µ1 + α2µ2. Процессами теплоперено-

са в системе (3.6) обычно пренебрегают полагая q = 0. Также пренебрегают

нагревом жидкости, вызванным вязким трением, т.е. Qτ = 0. Систему (3.6)

требуется дополнить уравнением конвективного переноса объемной доли α1:

∂α1

∂t
+∇ · (α1V ) + CMPR = 0 (3.7)

Здесь CMPR - дополнительные слагаемые, предназначенные для минимиза-

ции численного “размытия” интерфейса между жидкой и газообразной фаза-

ми. Эффект размытия возникает вследствие неточности численных методов

и конечности размеров ячеек расчетной сетки.

При численном интегрировании записанной системы уравнений возника-

ет множество сложностей. В том числе, требуются достаточно мелкие шаги

интегрирования по времени и по пространству для избежания чрезмерно вы-

соких ошибок, вызванных сжимаемостью среды. Для минимизации данных

проблем, в рамках настоящей диссертации сжимаемость воздуха не учиты-

вается, а система допущений дополняется следующими пунктами:

5. Смесь является изотермической, и скорость ее движения намного мень-

ше скорости звука: e = const =⇒ T = const.
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6. Плотность смеси изменяется только вследствие конвективного переноса

объемных долей α1 и α2. При этом, в каждый выделенный момент вре-

мени смесь считается несжимаемой и, следовательно, бездивергентной.

7. Плотность и вязкость смеси определяются объемными долями компо-

нент: ρ = α1ρ1 + α2ρ2; µ = α1µ1 + α2µ2.

8. Сила поверхностного натяжения, действующая вдоль границы раздела

сред, определяется методом отслеживания кривизны интерфейса [317].

Для приближенного вычисления кривизны интерфейса κ используется

выражение: κ = ∇ · (∇α1/ |∇α1|).

После принятия указанных допущений, система уравнений (3.6) перепи-

шется следующим образом:

∇ · V = 0

∂ (ρV )

∂t
+∇ · (ρV V ) = − g⃗ · r⃗∇ρ︸ ︷︷ ︸

гравитация

− ∇pd︸︷︷︸
давление

+ µ∇2V︸ ︷︷ ︸
вязкость

+ σκ∇α1︸ ︷︷ ︸
пов. натяжение

(3.8)

∂α1

∂t
+∇ · (α1V ) + cακ∇ · (α1V )− cακ∇ · (α2V )︸ ︷︷ ︸

CMPR

= 0

Здесь σ - коэффициент поверхностного натяжения воды; κ - кривизна интер-

фейса; CMPR - искусственное сжатие интерфейса; α1 - объемная доля воды;

α2 = (1−α1) - объемная доля воздуха. Для увеличения точности вычислений,

давление смеси разбивается на две компоненты: весовое давление ρg⃗ · r⃗ и пье-

зометрическое давление pd = p− ρg⃗ · r⃗, где r⃗ - радиус-вектор, а g⃗ - ускорение

свободного падения.

Система уравнений (3.8) представляет собой модель двухфазной смеси

с поверхностью раздела, обозначаемую как VOF (Volume-of-Fluid) [247, 251,

252, 318, 319]. Особенность системы (3.8) состоит в отсутствии уравнения для

давления pd. В процессе численного счета давление находится методом PISO

(Pressure-Implicit with Splitting of Operators) специально разработанным для

нестационарных течений несжимаемой жидкости [47, 48]. В его основе лежит
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замена уравнения неразрывности ∇ · V = 0 на консервативное уравнении

Пуассона для давления. Подробное описание метода приведено далее в на-

стоящей главе.

В настоящей диссертации, система уравнений метода VOF (3.8) использу-

ется в качестве модели двухфазного течения в рамках численного гидровол-

нового лотка, показанного на рис. 3.8. Для минимизации вычислительных

затрат, рассматривается двумерная расчетная область (домен) ΩV OF . Оси

координат x− z расположены таким образом, что координата z = 0 соответ-

ствует уровню спокойной воды, а ось x направлена в сторону распростране-

ния бегущей поверхностной волны. Высота рассматриваемого слоя воздуха

над спокойной поверхностью воды выбрана равной глубине гидроволнового

лотка h.

3.2.2. Модель однофазного квазипотенциального течения

Воздух исключается из расчета в рамках однофазной модели. При этом

полагается, что на свободную поверхность воды со стороны атмосферы дей-

ствует избыточное давление p = 0. Течение предполагается квазипотенци-

альным, а скорость состоящей из двух компонент в соответствии с (1.77):

V = −∇φ+ V ′. Флуктуационная (турбулентная) компонента скорости пред-

полагается много меньше осредненной компоненты скорости, т.е. |V ′| ≪ |∇φ|.

Исходя из этого, течение жидкости определяется линейным уравнением Ла-

пласа с нелинейными граничными условиями (1.53)–(1.56).

Несмотря на то, что скорость V ′ невелика, она может вносить существен-

ный вклад в случае возникновения одиночного обрушения волны или серии

последовательных обрушений в волновом цуге (пакете волн). Этот вклад мо-

жет быть учтен при выводе динамического (ДГУ) и кинематического (КГУ)

граничных условий (1.54)–(1.55). Как показано в разделе 1.3.3., применение

гипотезы Буссинеска (1.75) дополняет ДГУ и КГУ слагаемыми, выраженны-
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ми через турбулентную вязкость νt, см. уравнения (1.76) и (1.83). Величина

турбулентной вязкости определяется при помощи полуэмпирической пара-

метризации.

Для нахождения течения жидкости V ≈ −∇φ требуется, прежде всего,

решить уравнение Лапласа (1.53). Нелинейность граничных условий ДГУ и

КГУ не позволяет сделать это аналитически, что приводит к необходимости

численного решения задачи. В рамках настоящей диссертации использует-

ся Метод Граничных Элементов (Boundary Element Method - BEM), кото-

рый можно отнести к классу полуаналитических методов [320, 321]. В рам-

ках данного метода требуется найти распределение гидродинамического по-

тенциала φ и его производной ∂φ/∂n по границе расчетной области (доме-

на) ΩBEM , см. рис. 3.8. Здесь n - направление нормали к границе домена

Γ = Γwm ∪ Γfs ∪ ΓL ∪ Γb. После этого, распределение потенциала φ внутри

домена ΩBEM определяется однозначным образом благодаря свойствам ли-

нейного уравнения Лапласа.

Применяя теорему Грина для двухмерной области ΩBEM , уравнение Ла-

пласа сводится к интегралу по замкнутому контуру Γ = Γwm ∪ Γfs ∪ ΓL ∪ Γb.

Дополняя полученное уравнение соответствующими граничными условиями,

можно получить итоговую систему уравнений (3.9), решаемую в рамках одно-

фазной квазипотенциальной модели [111, 112, 113, 114, 322, 323, 324, 325, 326].

В уравнениях (3.9) использована более точная Лагранжева формулировка

метода граничных элементов, в рамках которой ищется изменение во време-

ни координат жидких частиц, расположенных на свободной поверхности Γfs

и заданных радиус-вектором r = {x, z}. Для этого, в уравнениях введена ло-

кальная система координат {s, n}, оси которой направлены вдоль границы Γ

и перпендикулярно к ней, соответственно. Также материальная производная

обозначена как D/Dt = ∂/∂t+ (V · ∇). Функция Φ(r, rs) = −1/(2π)ln|r − rs|

задает потенциальное течение в точке r, вызванное потенциальным источ-

ником, расположенным в точке rs. В рамках метода граничных элементов,
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данная функция носит название “фундаментального решения”.

πφ (rs)

2
=

∮
Γ

(
∂φ

∂n
(r) Φ (r, rs)− φ (r)

∂Φ

∂n
(r, rs)

)
dΓ

Dφ

Dt
= gz − 1

2
|∇φ|2 + p

ρ
+ 2νt

∂2φ

∂s2︸ ︷︷ ︸
турбулентность

, ДГУ на границе Γfs


Dr

Dt
= −∇φ+

{
∂ψ

∂z
,−∂ψ

∂x

}
∂

∂t

∂ψ

∂s
= 2νt

∂3φ

∂s2∂n︸ ︷︷ ︸
турбулентность

, КГУ на границе Γfs (3.9)

∂φ

∂n
= 0, на границе Γb

∂φ

∂n
= −Vwm, на границе Γwm

∂φ

∂n
= 0, на границе ΓL

Генерация волн осуществляется с помощью волнопродуктора, полностью

совпадающего с тем, который используется в экспериментальной установ-

ке. Движение численного волнопродуктора в системе уравнений задано пере-

менной во времени скоростью его поверхности Vwm (t). Для предотвращения

отражения волн от поверхности ΓL, в систему уравнений вносится искус-

ственное давление, действующее в области гашения волн. Данное давление

действует в противофазе к бегущей волне и вызывает ее гашение. Выражение

для давления заимствовано из [327]:

p = −p̃dρ
√
gh
∂φ

∂n
bf (x) (3.10)

Величина постоянной гашения выбрана равной p̃d = 2. Функция bf (x) задает

положение области гашения волн, а g - ускорение свободного падения.

Более подробное описание численной реализации метода граничных эле-

ментов приведено в приложении 2.
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3.2.3. Модель турбулентной вязкости и кинематический критерий

обрушения гребня волны

Как уже было отмечено выше по тексту, в момент обрушения часть энер-

гии поверхностной волны диссипирует в энергию вторичных турбулентных

течений. Этот процесс не может быть строго отражен в модели однофазно-

го течения (3.9) и требует полуэмпирической параметризации опираясь на

гипотезу Буссинеска и величину турбулентной вязкости νt в динамическом

граничном условии (ДГУ). Введённое таким образом полуэмпирическое дис-

сипативное слагаемое в ДГУ отражает скорость перехода энергии поверхност-

ной волны в энергию вторичных турбулентных течений, которые напрямую

в задаче на рассматриваются.

В литературе описано несколько подходов к эмпирической параметриза-

ции величины турбулентной вязкости νt, включая достаточно инновационные

подходы на основе нейронных сетей [121, 328]. Один из наиболее зарекомен-

довавших себя с практической точки зрения подходов основан на работах

[110, 329, 330], в которых выполнена широкая серия лабораторных экспери-

ментов и предложена эмпирическая параметризация для турбулентной вяз-

кости:

νt = χ
HbrLbr
Tbr

, (3.11)

где χ = 0.02 является безразмерной эмпирической постоянной калибровки;

Hbr и Lbr являются характерными вертикальным и горизонтальным масшта-

бами процесса обрушения волны, а Tbr - характерным временным масштабом.

Данная эмпирическая параметризация была использована в ряде исследова-

ний, включая работы [331, 332, 333].

Для определения момента начала обрушения выделенного гребня, исполь-

зуется так называемый геометрический критерий обрушения. На основании
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схемы, приведенной на рис. 3.9, вычисляется средняя крутизна волны Sb:

Sb =
π

2Lb
(2Hc +Ht1 +Ht2) , (3.12)

где Lb ≈ 2Lc. Условие

Sb > Sc (3.13)

считается началом обрушения гребня волны. Здесь критическое значение

средней крутизны гребня задано эмпирически как Sc = 0.95.

Рис. 3.9. Схема гребня, используемая для определения его геометрических параметров в
полуэмпирической модели обрушения волны [330].

В момент начала обрушения гребня волны вычисляется величина турбу-

лентной вязкости (3.11) опираясь на следующие эмпирические зависимости

для масштабов процесса [330]:

Hbr =
0.87L2/Lc − 0.3

k b

Lbr =
24.3Sb − 1.5

k b

Tbr =
18.4Sb + 1.4

ωb

(3.14)

где k b = 2π/Lb ; ωb =
√
gk b tanh(k bh); g - ускорение свободного падения; h -

средняя глубина воды.

Принцип работы описанной модели турбулентной вязкости заключается в

следующем: в тот момент времени, когда выделенный гребень перестает быть

устойчивым и вплотную приближается к моменту обрушения, требуется вве-
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сти в ДГУ и КГУ (3.9) ненулевую турбулентную вязкость νt, вычисленную

по формуле (3.11). Причем, распределение νt должно быть ограничено в про-

странстве начальной координатой xbr и пространственным масштабом Lbr.

Здесь xbr - координата гребня в момент начала его обрушения, см. рис. 3.10.

По истечении времени Tbr процесс обрушения выделенного гребня считает-

ся завершенным, и величина турбулентной вязкости устанавливается равной

νt = 0.

Рис. 3.10. Принципиальная схема гребня волны в момент начала его обрушения: xbr -
координата начала обрушения гребня; Lbr - пространственный масштаб процесса

обрушения гребня (3.14); Vfl - лагранжева скорость жидкой частицы, расположенной на
гребне волны; Vcr - мгновенная скорость распространения гребня волны. Красным
помечена ограниченная в пространстве область ненулевых значений турбулентной

вязкости νt (3.11), в пределах которой возникает диссипация энергии поверхностной
волны в гидродинамическую турбулентность.

Следует подчеркнуть, что координата начала обрушения волны xbr явля-

ется наиболее важным параметром модели турбулентной вязкости и опреде-

ляется так называемым критерием обрушения. Большое количество исследо-

ваний направлено на создание надежного критерия обрушения, позволяюще-

го с высокой точностью определить величину xbr и, следовательно, повысить

точности модели турбулентной вязкости [329, 334, 335].

Наиболее простые геометрические критерии обрушения волн, к классу

которых относится выражение (3.13), показали свою чрезмерную простоту и
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низкую точность [334, 335]. Альтернативный динамический критерий обру-

шения [336] предполагает, что волна теряет устойчивость в тот момент, когда

вертикальное ускорение жидкой частицы, расположенной в верхней точке

гребня волны, превышает ускорение свободного падения g. Исследования по-

казали несостоятельность данного критерия [337, 338].

Энергетический критерий обрушения волны рассматривает поток энер-

гии, переносимый бегущей волной через поперечное сечение гидроволнового

лотка. Предполагается, что для заданной формы волны существует некоторое

предельное значение данного потока энергии, которое волна в состоянии пере-

нести не разрушаясь [329, 339, 340]. Позже было показано, что энергетический

критерий обрушения сводится к математически более простому и физически

более прозрачному кинематическому критерию обрушения [116, 331, 341].

В кинематическом критерии обрушения гребня волны утверждается, что

обрушение происходит в тот момент, когда горизонтальная скорость жид-

кой частицы, расположенной на гребне волны, становится сопоставимой со

скоростью самого гребня: Vfl ∼ Vcr, как показано на рис. 3.10. Это приво-

ди к нарушению кинематического граничного условия (КГУ) и, тем самым,

к разрушению численного решения системы уравнений (3.9). Восстановление

устойчивости решения уравнений математической модели требует включения

ненулевой турбулентной вязкости νt в систему (3.9).

Очевидно, что для применения кинематического критерия обрушения

волны требуется оценка скорости распространения гребня волны Vcr. В лите-

ратуре исследовалось несколько способов оценки данной скорости. Так, в ра-

боте [342] было предложено использовать так называемую фазовую скорость

cp, которая может быть вычислена для монохроматической волны следую-

щим образом:

cp =
ω

k
, (3.15)

где k - волновое число, а ω =
√
gk tanh(k h) - круговая частота волны (1.61).
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Другая оценка скорости гребня была предложена в работе [343] на основе так

называемой групповой скорости cg, характеризующей скорость распростра-

нения энергии поверхностной волны [69]:

cg =
1

2

(
1 +

2k h
sinh 2k h

)
ω

k
(3.16)

Столь простые теоретические оценки скорости гребня волны показали свою

несостоятельность, что отражено в соответствующих экспериментальных ис-

следованиях [342, 343].

В работах [115, 116, 117, 341] кинематический критерий обрушения был

сформулирован в следующем виде:

Vfl
Vcr

≥ Bx (3.17)

где порог устойчивости волны оценивается эмпирическим образом как

Bx = 0.840± 0.016. С другой стороны, в работах [344, 345, 346] дается другая

оценка порога устойчивости: 0.9 < Bx ≤ 1.

В настоящей диссертации выдвинута гипотеза о том, что обрушение греб-

ня волны происходит в точности в момент выравнивания скоростей Vfl и Vcr.

Таким образом, предполагается необходимость выбора порога устойчивости

равным Bx = 1. С физической стороны, данная гипотеза означает, что волна

теряет устойчивость в связи с тем, что жидкая частица на гребне стремится

двигаться с лагранжевой скоростью превышающей скорость соответствующе-

го гребня. То есть, частица стремится отделиться от свободной поверхности.

Для подтверждения выдвинутой гипотезы и валидации соответствующе-

го ей кинематического критерия обрушения (3.17), требуется высокоточное

измерение и исследование скоростей Vfl и Vcr в момент начала обрушения вол-

ны. В настоящей диссертации предложен новый высокоточный метод опре-

деления скоростей Vfl и Vcr на основе комбинирования лабораторных и чис-
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ленных экспериментов в физическом и численном гидроволновых лотках. Те

физические величины, измерение которых затруднено или невозможно в ла-

бораторной установке, оцениваются с помощью высокоточных вычислений

на основе моделей (3.8) и (3.9). Более подробно экспериментальный метод

описан в главе 6 настоящей диссертации.

3.2.4. Сопряжение однофазной и двухфазной моделей течения

жидкости

Для сопряжения моделей, используемых в рамках численного гидро-

волнового лотка, требуется вычислить распределение вектора скорости

V = {Vx, Vz} по поперечному сечению, расположенному на расстоянии Li от

волнопродуктора, как показано на рис. 3.8. Для этого используется определе-

ние скорости (1.77) в пределах расчетного домена ΩBEM однофазной модели.

Пользуясь центральной разностной схемой можно записать:


Vx = −φ(x+∆x, z)− φ(x−∆x, z)

2∆x

Vz = −φ(x, z +∆z)− φ(x, z −∆z)

2∆z

(3.18)

Здесь ∆x = ∆z - пространственное разрешение (размер ячеек) конечно-

объемной сетки, используемой в двухфазной модели.

Далее распределение скорости (3.18) используется в качестве граничного

условия на входе двухфазной модели течения жидкости, см. рис. 3.8. Для

осуществления такого сопряжения был разработан модифицированный ре-

шатель bemInterFoam [258, 259, 260], в основе которого лежит система урав-

нений (3.8). Кроме граничных условий, требуемых для сопряжения моделей,

решатель bemInterFoam был дополнен рядом других алгоритмов, требуемых

для проведения исследования.

Следует подчеркнуть, что вектор V (t) (3.18) меняется во времени, что
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требует динамического обновления граничных условий в двухфазной модели

опираясь на результаты расчета однофазной модели. Кроме того, требуется

уделить особое внимание выбору разрешения сеток в обоих моделях. Для это-

го было проведено исследование сеточной сходимости на тестовых волновых

пакетах, результаты которого приведены в приложении 3.

3.3. Метод Pressure-Implicit with Splitting of Operators (PISO)

Особенность системы (3.8) состоит в отсутствии уравнения для прямо-

го определения поля статического давления. Для обхода данной сложности,

в статьях [47, 48] разработан медо PISO (Pressure-Implicit with Splitting of

Operators), в котором уравнение неразрывности ∇ · V = 0 для несжимаемой

жидкости заменяется т.н. консервативным уравнением Пуассона.

Алгоритм PISO состоит из двух шагов: предиктор и корректор. В рам-

ках первого шага, дискретизированная версия векторного уравнения Навье-

Стокса (3.8) записывается в матричной форме:

AV ∗ −HV ∗ = −g⃗ · r⃗∇ρ−∇pd (3.19)

Здесь A и H - диагональная и внедиагональная матрицы коэффициентов,

полученные Методом Конечных Объемов (см. раздел 2.5.). Решая данное

уравнение находится вектор скорости V ∗, определяемый неизменным “замо-

роженным” давлением (“frozen” pressure field).

На втором этапе требуется откорректировать поля давления и скорости

таким образом, чтобы удовлетворялось уравнение неразрывности ∇ · V = 0.

Уравнение (3.19) следует переписать:

AV ∗∗ +∇p∗∗d = HV ∗ − g⃗ · r⃗∇ρ

Здесь V ∗∗ и p∗∗d - скорректированные поля скорости и давления. Вычисляя
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дивергенцию от обеих частей уравнения можно записать:

�������:0
(∇ · V ∗∗) +∇ ·

(
A−1∇p∗∗d

)
= ∇ ·

(
A−1HV ∗ −A−1g⃗ · r⃗∇ρ

)
Здесь ∇ · V ∗∗ = 0 берется равным нулю для обеспечения консервативности

уравнения.

В конечном виде консервативное уравнение Пуассона для статического

давления запишется в следующем виде:

∇ ·
(
A−1∇p∗∗d

)
= ∇ ·

(
A−1HV ∗ −A−1g⃗ · r⃗∇ρ

)
(3.20)

Откорректированное поле давления p∗∗d находится численно решая уравнение

Пуассона Методом Конечных Объемов. После этого можно найти откоррек-

тированную скорость V ∗∗, соответствующую давлению p∗∗d :

V ∗∗ = A−1HV ∗ −A−1g⃗ · r⃗∇ρ−A−1∇p∗∗d (3.21)

Решение уравнений (3.20) и (3.21) осуществляется итерационно до вы-

полнения закона сохранения массы ∇ · V = 0 с наперед заданной точностью.

Обычно количество итераций не превышает четырех.
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3.4. Выводы по главе

1. Океан покрывает порядка 70% поверхности Земли. Столь значительный

резервуар воды и, соответственно, тепловой энергии является неотъем-

лемым элементом планетарного теплового и биохимического баланса,

определяет атмосферные течения и динамику климата Земли. Более

того, водяной пар, формирующийся из океанической воды, является

одним из наиболее распространенных парниковых газов.

2. Кроме фундаментальных проблем планетарного масштаба, океаниче-

ские течения, поверхностные и внутренние волны необходимо учиты-

вать при решении инженерно-технических задач. К таким задачам мож-

но отнести определение силовых нагрузок от набегающих волн на бере-

говые линии, прибрежные сооружения, морские платформы и др. Так-

же к важным задачам относятся вопросы навигации и определения пе-

ремещений морских судов в результате действия штормов и ураганов,

вопросы их выживаемости. В данном аспекте следует учесть особую

роль океана в хозяйственной деятельности человека. В океане добыва-

ются важные продукты питания, минеральные и ископаемые ресурсы;

примерно 90% товаров перевозится морским транспортом, соединяю-

щим географически отдаленные страны и регионы.

3. Испытания и исследования прибрежных и морских сооружений, су-

дов, плавучих платформ и других инженерно-технических объектов

на предмет воздействия морских волн и течений проводят в лабора-

торных гидроволновых лотках, расположенных в ряде научных, ис-

следовательских и проектных организаций России: Крыловский госу-

дарственный научный центр; Арктический и антарктический научно-

исследовательский институт и др. Подобные лабораторные испытания

и исследования являются чрезвычайно трудоемкими и дорогостоящи-

ми. Для минимизации затрат и расширения возможностей при реше-
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нии инженерно-технических задач, в настоящее время прикладывают-

ся значительные усилия для создания так называемой “численной гид-

роволновой лаборатории” [301, 302, 303, 304], представляющей из себя

совокупность различных численных методов и алгоритмов для высоко-

точного моделирования морских и прибрежных явлений.

4. Особенно важным элементом лабораторных и численных гидровол-

новых лотков является волнопродуктор - гидравлическое устройство,

предназначенное для генерации пакетов поверхностных волн с наперед

заданной конфигурацией. Несмотря на значительные усилия россий-

ских и зарубежных исследователей, высокоточная генерация волн при

помощи волнопродукторов остается трудно достижимой. Это связано,

прежде всего, со сложностью гидродинамических процессов, протекаю-

щих в гидроволновых лотках. Требуется разработка усовершенствован-

ных алгоритмов автоматизированного управления волнопродукторами

с целью повышения точности генерации поверхностных волновых паке-

тов сложной формы.

5. Для решения указанных проблем, в настоящей диссертации разработан

численный гидроволновой лоток, включающий в себя две сопряженные

модели (рис. 3.8): (а) точную модель двухфазного течения на основе

уравнений Навье-Стокса и метода Volume-of-Fluid (VOF), и (б) модель

однофазного квазипотенциального течения на основе Метода Гранич-

ных Элементов (Boundary Element Method - BEM). Модель двухфазно-

го течения VOF является очень затратной с вычислительной стороны,

поэтому она накрывает небольшую пространственную область, в кото-

рой может располагаться исследуемый погруженный объект. С другой

стороны, упрощенная модель квазипотенциального течения BEM спо-

собна накрывать всю требуемую длину гидроволнового лотка, что поз-

воляет учитывать нелинейную эволюцию волнового пакета на удалении

от исследуемого объекта.
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6. Основной недостаток упрощенной модели квазипотенциального течения

BEM заключается в невозможности точного учета обрушения поверх-

ностных волн, в результате которого часть энергии волны диссипирует

во вторичные турбулентные течения, сосуществующие с бегущей вол-

ной. Это вопрос решается введением специальной полуэмпирической

модели турбулентной вязкости, которая должна выполнять две функ-

ции: (а) определение пространственной и временно’й координаты нача-

ла обрушения выделенного гребня волны; и (б) параметризация про-

цесса диссипации энергии бегущей волны через величину турбулентной

вязкости νt.

7. Дальнейшая работа должна включать несколько этапов. В главе 6 про-

водится детальное численное и экспериментальное исследование тече-

ний жидкости, наблюдаемых в гидроволновом лотке. На основании ре-

зультатов данных исследований требуется установить величину эмпи-

рической постоянной Bx (3.17) для замыкания модели турбулентной

вязкости, т.е. выполнить калибровку модели. Далее, в главах 7 и 8,

численный гидроволновой лоток, включающий в себя откалиброванную

модель турбулентной вязкости, используется для разработки и иссле-

дования новых высокоточных алгоритмов автоматизированного управ-

ления волнопродуктором.

8. Основные результаты исследований, обсуждаемых в настоящей главе,

опубликованы соискателем и его соавторами в ряде международных и

российский статей [347, 348, 349], а также обсуждены на международ-

ных конференциях [350, 351].
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ГЛАВА 4

ИССЛЕДОВАНИЕ ТЕЧЕНИЯ ГАЗА В ВИХРЕВОЙ ТРУБЕ С

ПРИМЕНЕНИЕМ МОДИФИЦИРОВАННОЙ И

СТАНДАРТНЫХ МОДЕЛЕЙ ТУРБУЛЕНТНОСТИ

4.1. Численное исследование течения газа в разделительной вих-

ревой трубе

На начальном этапе исследований была проведена серия расчетов течения

газа в разделительной конической вихревой трубе, схема которой показана на

рис. 4.1. Геометрические размеры данной вихревой трубы сведены в табли-

цу 4.1. Цель расчетов заключалась в первичном исследовании распределения

газодинамических параметров по проточной части, а также в оценке точности

стандартных моделей турбулентности при расчете эффекта энергоразделения

Ранка-Хилша.

Таблица 4.1
Геометрические размеры разделительной конической вихревой трубы

(см. рис. 4.1).

Диаметр камеры
энергоразделения
D, мм

Диаметр
диафрагмы
d, мм

Длина камеры
энергоразделения
L, мм

Угол конусности
камеры энерго-
разделения α, °

16.8 9, 8 168 3.5

Для численного решения уравнений газодинамики (2.8)-(2.11) и (2.26) ис-

пользовался коммерческий пакет ANSYS CFX, особенности которого рас-

смотрены в разделе 2.5.. Поскольку в данной серии вычислений использо-

вались исключительно стандартные модели турбулентности, поправка Ван

Деемтера qγ была исключена из (2.26). Общий вид расчетной сетки для рас-

сматриваемого случая показан на рис. 4.2. Было использовано измельчение

ячеек расчетной сетки вблизи твердых стенок для корректного учета тече-

ния в пограничном слое. Количество ячеек сетки варьировалось в диапазоне
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Рис. 4.1. Схема исследуемой разделительной конической вихревой трубы

1 – сопловой ввод; 2 – конический корпус (камера энергоразделения); 3 – диффузор
холодного потока; 4 – развихритель горячего потока с дроссельными отверстиями; 5 -

сопловой сужающийся канал

0.5− 2.5 млн в зависимости от использованной модели турбулентности.

Для корректного сравнения с результатами экспериментальных измере-

ний, в качестве рабочего тела был выбран воздух со следующим свойствами:

R = 286 Дж /(кг K)

γ = 1.4

cp =
γR

γ − 1
= 1001 Дж / (кг К) (4.1)

µ = 1.78× 10−5 Па с

λ = 0.0261 Вт / (м К)

Граничные условия сведены в таблицу 4.2. Начальные условия: p = 100 кПа;
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Рис. 4.2. Общий вид расчетной сетки для разделительной конической вихревой трубы

T = 300 К; V = 0; k = 0; ε = 0. Было установлено, что квазистационарное

течение достигается по истечении физического времени t ≈ 2× 10−2 с.

Таблица 4.2
Граничные условия в моделях разделительной конической вихревой трубы.

Граница Граничные условия

1 Вход в сопловой аппарат Поток G1

Абсолютное статическое
давление p = 600 кПа
Статическая температура
T = 300 К
Интенсивность турбулент-
ности I = 5%

2 Выход горячего потока Поток G3
Абсолютное статическое
давление p = 100 кПа

3 Выход холодного потока Поток G4
Абсолютное статическое
давление p = 100 кПа

4 Твердые стенки
Условие прилипания V = 0
Условие адиабатичности
q = 0
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(а)

(б)

(в)

(г)

Рис. 4.3. Распределение (а) статического давления, (б) модуля скорости, (в) статической

температуры и (г) температуры торможения по плоскости продольного разреза вихревой

трубы, полученное с применением k-ε-std модели турбулентности.
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Было обнаружено, что стандартные модели турбулентности k-ε-std,

k-ω-std, k-ε-realizable-std, k-ε-RNG-std и SST-std дают сходную картину тече-

ния газа в вихревой трубе. Исходя из этого, для краткости, на рис. 4.3 пред-

ставлены расчетные распределения газодинамических параметров по плоско-

сти продольного разреза вихревой трубы, полученные с применением k-ε-std

модели турбулентности. Анализ поля статического давления (рис. 4.3 (а)) по-

казывает наличие радиального градиента, обусловленного действием центро-

стремительного ускорения. В сечении диафрагмы наблюдается наименьшее

давление, которое достигает вакуума около более 50 кПа абсолютных.

В целом можно отметить, что расчетные распределения скорости, стати-

ческого давления и температуры торможения достаточно хорошо качественно

согласуются с экспериментальными данными [127, 128, 129, 130]. При этом, из

рис. 4.3 (в,г) видно, что центральная часть течения имеет более высокую ста-

тическую температуру по сравнению с периферийной, а распределение тем-

ператур торможения имеет обратный характер. Такая инверсия полей темпе-

ратуры, в целом, не подтверждается экспериментальными исследованиями и

требует анализа в последующих разделах диссертации.

Рис. 4.4 показывает линии тока в продольном сечении вихревой трубы иг-

норируя вращательную компоненту скорости газа. Видно, что течение явля-

ется симметричным относительно оси вихревой трубы и квазистационарным.

Рис. 4.4. Линии тока в продольном сечении вихревой трубы, полученные с применением
k-ε-std модели турбулентности
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(а)

(б)

(в)

Рис. 4.5. Распределение (а) модуля скорости, (б) статической температуры и (в) энергии

турбулентности k по плоскости продольного разреза вихревой трубы, полученное с

применением SAS-SST-std модели турбулентности.

Было обнаружено, что модель турбулентности SAS-SST-std показывает

картину течения значительно отличающуюся от всех рассмотренных выше

моделей. Данная модель специально вносит неустойчивость в течение путем

занижения величины турбулентной вязкости в областях сетки, имеющих до-

статочно высокое разрешение (небольшой размер ячеек) [64, 65]. Течение,
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полученное с использованием SAS-SST-std модели турбулентности, отлича-

ется существенной нестационарностью: все газодинамические параметры с

течением времени претерпевают постоянное пульсационное изменение. Для

примера, на рис. 4.5 представлены мгновенные поля модуля скорости, ста-

тической температуры и энергии турбулентности в плоскости продольного

разреза расчетного домена.

Как и в предыдущем случае, для визуализации потока газа, полученного

с использованием модели SAS-SST-std, были построены линии тока в плос-

кости продольного разреза домена, см. рис. 4.6. В отличие от k-ε-std, моде-

ли SAS-SST-std показала крайне несимметричное течение газа с прецессией

обратного (центрального) потока относительно оси симметрии камеры энер-

горазделения. Визуализация течения также позволила установить наличие

вторичных крупномасштабных вихревых структур, которые на проявлялись

во всех предшествующих расчетах. Наглядная визуализация данных вторич-

ных вихревых структур, показанная на рис. 4.7 (а), выполнена с помощью

алгоритма Vortex Core Region в пост-процессоре ANSYS CFD Post. Также

для для наглядности на рис. 4.7 (б) показаны несколько трехмерных линий

тока, полученных с использованием модели SAS-SST-std. Существование вто-

ричных крупномасштабных вихревых структур (вихревых жгутов) в камере

энергоразделения было подтверждено экспериментально [199], см. рис. 2.7.

Рис. 4.6. Линии тока в продольном сечении вихревой трубы, полученные с применением
SAS-SST-std модели турбулентности
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(а)

(б)

Рис. 4.7. Визуализация вторичных крупномасштабных вихревых структур (жгутов) в
камере энергоразделения вихревой трубы, полученных при помощи SAS-SST-std модели

турбулентности: (а) визуализация при помощи алгоритма Vortex Core Region; (б)
трехмерные линии тока

Оценка интегральных характеристик вихревой трубы (2.1), (2.3), (2.5) на

основе численных расчетов с применением различных моделей турбулентно-

сти и расчетных сеток сведены в таблицу 4.3. Наибольшая величина изоэн-

тропного КПД вихревой трубы, полученная численно, составила ηs = 0.24.

При этом испытания физического образца вихревой трубы, выполненные ав-

тором диссертации, показали более высокую величину изоэнтропного КПД,

на уровне ηs = 0.36. Возникшая погрешность численной модели (около 30%)

хорошо согласуется с другими литературными данными, как показано в раз-

деле 2.2. настоящей диссертации.

В итоге можно отметить, что несмотря на значительные различия в мик-
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роструктуре течений, полученных с использованием k-ε-std и SAS-SST-std

моделей турбулентности, интегральные значения изоэнтропного КПД изме-

нялись незначительно, в диапазоне 0.2 ≤ ηs ≤ 0.24, см. табл. 4.3.

Таблица 4.3
Интегральные характеристики вихревой трубы, полученные с применением

различных моделей турбулентности

Модель тур-
булентности

Количество ячеек сет-
ки, тыс. шт

φc ∆Tc, °C ηs

1 ZeroEqu-std
500

0.64 10.9 0.1

2 k-ε-std
500

0.59 23.3 0.21

8 k-ε-std
1 500

0.57 24.7 0.22

3 k-ε-real-std
500

0.58 26.0 0.24

4 k-ε-RNG-std
2 500

0.73 24.4 0.22

6 SST-std
500

0.58 24.3 0.22

5 SAS-SST-std
2 500

0.7 23.5 0.21

7 SAS-SST-std
500

0.64 21.7 0.20

Экспериментальные данные диссертанта
(испытания промышленного образца) 0.65 40.0 0.36

4.2. Численное исследование течения газа в двухконтурной вих-

ревой трубе

Другим типом вихревых труб, рассматриваемом в настоящей диссер-

тации, является двухконтурная вихревая труба, предложенная в работах

[129, 187, 197, 198]. В отличие от разделительной трубы, схема которой по-

казана на рис. 4.1, в двухконтурной вихревой трубе присутствует дополни-

тельный вход G2, через который газ подается в центральную часть камеры

энергоразделения противотоком к основному потоку G1, см. рис. 4.8. Соглас-
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но [129], основная идея такого подхода состоит в том, чтобы формировать

горячий выход вихревой трубы G3 в основном из газа, подводимого через

основной сопловой ввод G1, а холодный выход вихревой трубы из газа, под-

водимого через ввод дополнительного потока G2. Размеры исследуемой двух-

контурной вихревой трубы заимствованы из [187] и сведены в таблицу 4.4.

(а)

(б)

Рис. 4.8. Схема двухконтурной вихревой трубы: (а) основные обозначения и размеры;

(б) общий вид вихревой трубы и направления движения газа. G1 - основной входной

поток сжатого газа; G2 - дополнительный поток; G3 - выход горячего потока; G4 - выход

холодного потока.

Численное решение системы газодинамических уравнений выполнялось в

коммерческом пакете ANSYS CFX. Параметры модели, такие как свойства

воздуха, начальные условия и др. полностью совпадали с численной моде-
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лью, рассмотренной в предшествующем разделе 4.1.. Отличия заключались

в граничных условиях, использованных моделях турбулентности и парамет-

рах расчетной сетки. Сведения о граничных условиях сведены в таблицу 4.5.

Таблица 4.4
Геометрические размеры двухконтурной вихревой трубы Пиралишвили

[129, 187, 197, 198], см. рис. 4.8.

Диаметр камеры энергоразделения D, мм 30
Диаметр диафрагмы da, мм 21
Диаметр сопла дополнительного потока db, мм 21
Длина камеры энергоразделения L, мм 3×D = 90
Угол конусности камеры энергоразделения α, ° 3

Таблица 4.5
Граничные условия в моделях двухконтурной вихревой трубы.

Граница Граничные условия

Вход в сопловой
аппарат G1

Абсолютное статическое давление p = 400 кПа
Статическая температура T = 300 К
Интенсивность турбулентности I = 5%

Вход дополни-
тельного потока G2

Статическая температура T = 300 К
Интенсивность турбулентности I = 5%
Массовый расход в диапазоне G2 ∈ [0, 0.056] кг/с
Массовый расход варьировался для изменения до-
ли холодного потока φc (2.3)

Выход горячего
потока G3

Массовый расход равный расходу основного пото-
ка: G3 = G1 = 0.03 кг/с

Выход холодного
потока G4 Абсолютное статическое давление p = 100 кПа

Твердые стенки Условие прилипания V = 0
Условие адиабатичности q = 0

Структурированная расчетная сетка, показанная на рис. 4.9, была по-

строена при помощи сеточного процессора ANSYS ICEM CFD. Как видно,

сетка состоит из двух частей: сопла и камеры энергоразделения вихревой

трубы. Сопряжение этих частей сетки в единое целое осуществляется путем

вычисления потоков всех переменных через соответствующий интерфейс - ци-

линдрическую границу, общую для двух сеток. Интерфейс хорошо виден на
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рис. 4.9 (б). Количество ячеек сетки варьировалось в расчетах для исследова-

ния влияния разрешения сетки на результаты вычислений (Grid Independence

Study). Для увеличение разрешения сетки производилось уменьшение объема

каждой из ячеек. Таким образом, разрешение сетки увеличивалось равномер-

но по всем направлениям.

(а) (б)

Рис. 4.9. (а) Общий вид расчетной сетки двухконтурной вихревой трубы; (б) расчетная

сетка в поперечном сечении сопла: 1 - сопловой ввод; 2 - камера энергоразделения

Вычисления производились на высокопроизводительной рабочей станции,

содержащей два процессора с общим количеством ядер 24 и 100 Гб оператив-

ной памяти. В зависимости от разрешения рабочей сетки и выбранной модели

турбулентности, каждый из расчетов выполнялся от 0.5 до 20 дней для мо-

делирования 0.11 сек. физического времени.

4.2.1. Стандартные модели турбулентности на основе гипотезы

Буссинеска

Были исследованы несколько моделей турбулентности данного класса, а

именно k-ε-std, k-ε-RNG-std и SAS-SST-std. Перечень всех проведенных вы-

числений с указанием как модели турбулентности, так и параметров сетки,

собран в таблице 4.6. Таблица показывает, что расчет №1, выполненный на

очень грубой сетке c использованием модели k-ε-std, дает низкую величину
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максимума изоэнтропного КПД (2.5), а именно ηs,max = 0.0956. Измельчение

расчетной сетки приводит к росту ηs,max. Однако расчеты № 4, 5 и 6 дали

очень близкие величины ηs,max, что говорит о независимости численного ре-

шения от размера ячеек в этих случаях, а дальнейшее измельчение сетки

нецелесообразно. Аналогичная ситуация наблюдается для SAS-SST-std мо-

дели турбулентности. Таким образом, расчетная сетка с количеством ячеек

∼ 271000 является достаточной для моделей на основе гипотезы Буссинеска.

Таблица 4.6
Параметры моделей двухконтурной вихревой трубы и результаты

моделирования

№ Количество ячеек Модель турбу-
лентности ηs,max φc при ηs,max

Экспериментальные данные [187] 0.37 1.2
1 11 000 k-ε-std 0.0956 0.96
2 44 000 k-ε-std 0.0116 0.89
3 92 000 k-ε-std 0.133 0.93
4 175 000 k-ε-std 0.138 0.93
5 271 000 k-ε-std 0.139 0.93
6 823 000 k-ε-std 0.139 0.93
7 271 000 k-ε-RNG-std 0.125 1.12
8 11 000 SAS-SST-std 0.05 1.20
9 44 000 SAS-SST-std 0.08 1.35
10 92 000 SAS-SST-std 0.095 1.40
11 175 000 SAS-SST-std 0.13 1.20
12 271 000 SAS-SST-std 0.17 1.20
13 823 000 SAS-SST-std 0.17 1.60

Расчетные характеристика двухконтурной вихревой трубы, соответству-

ющие всем моделям, перечисленным в таблице 4.6, показаны на рис. 4.10.

Графики на рис. 4.10 (а) подтверждают, что расчетная сетка №5 (количество

ячеек 271 000), совмещенная с моделью турбулентности k-ε-std, дает реше-

ние не зависящее от размера ячеек. С другой стороны, модель турбулентности

k-ε-RNG-std на той же сетке (модель №7, 271 000 ячеек) показывает умень-

шение максимума изоэнтропного КПД (2.5) до ηs,max = 0.125 (ηs,max = 0.139
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для модели №5). Одновременно, k-ε-RNG-std показывает смещение максиму-

ма изоэнтропного КПД в зону более высоких долей холодного потока φc.

(а)

(б)

Рис. 4.10. Сравнение расчетных характеристик двухконтурной вихревой трубы с
экспериментальными данными Пиралишвили [187]: (а) модели турбулентности k-ε-std и

k-ε-RNG-std; (б) модель турбулентности SAS-SST-std

Модель турбулентности SAS-SST-std дает нестационарное во времени те-

чение газа. Это приводит к более стохастическому поведению расчетных ха-

рактеристик двухконтурной вихревой трубы, что видно из рис. 4.10 (б). Вели-

чина максимума изоэнтропного КПД, полученная моделями №12 и 13, зна-

чительно превышает (примерно на 20%) соответствующую величину, полу-
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ченною моделью №5. Кроме того, SAS-SST-std показывает увеличение доли

холодного потока φc, при которой наблюдается максимум ηs,max.

Сравнивая расчетные величины с экспериментальными данными [187],

показанными на рис. 4.10 (а) и (б), а также в таблице 4.6, можно сделать

следующие выводы:

• Все рассмотренные модели турбулентности (k-ε-std, k-ε-RNG-std, SAS-

SST-std) показывают значительно заниженную величину изоэнтропного

КПД ηs вихревой трубы.

• Модель турбулентности k-ε-RNG-std дает более точную оценку доли хо-

лодного потока, соответствующей максимуму ηs,max, а именно φc ≈ 1.12

(экспериментальная величина φc ≈ 1.2).

• Модель турбулентности SAS-SST-std дает наиболее точную оценку как

величины изоэнтропного КПД ηs, так и доли холодного потока φc. А

именно, расчетный максимум изоэнтропного КПД ηs,max был обнаружен

при доле холодного потока φc ≈ 1.2, что очень хорошо соответствует

экспериментам.

Рисунок 4.11 показывает поля скорости, полученные с применением моде-

лей №6 (а) и №13 (б). Оба рисунка построены для одной и той же доли холод-

ного потока φc ≈ 0.9. Видно, что модель k-ε-std дает гладкое распределение

скорости в проточной части вихревой трубы. Распределение других газоди-

намических параметров (давление, плотность, температура и др.) является

также гладким. Полученное течение близко к осесимметричному. С другой

стороны, модель SAS-SST-std дает нестационарное асимметричное течение,

как видно из рис. 4.11 (б). В целом, картина течения в друхконтурной вихре-

вой трубе качественно совпадает с течение в разделительной вихревой трубе,

см. рис. 4.3 и 4.5.
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(а)

(б)

Рис. 4.11. Поля скорости в продольном разрезе двухконтурной вихревой трубы,
полученные при помощи моделей турбулентности (а) k-ε-std и (б) SAS-SST-std

4.2.2. Стандартные модели рейнольдсовых напряжений RSM и

крупных вихрей LES

На данном этапе исследования была сделана попытка увеличить точность

моделирования эффекта Ранка-Хилша путем использования более тяжелых

моделей турбулентности RSM-LRR-std и LES-std. Все использованные в ис-

следовании модели сведены в таблицу 4.7, которая является продолжением

таблицы 4.6. Видно, что модели №19 (RSM-LRR-std, 271 000 ячеек) и №20

(RSM-LRR-std, 823 000 ячеек) дают близкую величину максимального изо-

энтропного КПД ηs,max ≈ 0.26. Это говорит о том, что использованная рас-

четная сетка (823 000 ячеек) является достаточной и не требует измельчения.

С другой стороны, величина турбулентной вязкости µt в модели LES-std (мо-

дели №14-16) напрямую зависит от размера ячеек расчетной сетки, см. урав-

нение (1.41). Таким образом, точность расчета будет увеличиваться по мере
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измельчения расчетной сетки, а количество ячеек определяется только вре-

менем расчета и доступными вычислительными ресурсами.

Таблица 4.7
Параметры моделей двухконтурной вихревой трубы и результаты

моделирования

№ Количество ячеек Модель турбулентности ηs,max

Экспериментальные данные [187] 0.37
14 823 000 LES-std
15 2 771 000 LES-std
16 8 069 000 LES-std
17 92 000 RSM-LRR-std 0.173
18 175 000 RSM-LRR-std 0.231
19 271 000 RSM-LRR-std 0.260
20 823 000 RSM-LRR-std 0.260

Расчетные характеристики двухконтурной вихревой трубы, полученные с

использованием перечисленных в таблице 4.7 моделей, показаны на рис. 4.12.

Поскольку LES-std модель турбулентности дает крайне нестационарное те-

чение, расчетные величины изоэнтропного КПД ηs и доли холодного потока

φc быстро меняются во времени для моделей №14-16. Поэтому, для данных

моделей на рис. 4.12 нанесены осредненные по времени величины ηs и φc.

Из рис. 4.12 видно, что ни одна из моделей турбулентности не дает точную

оценку интегральных характеристик вихревой трубы. При этом, наихудший

результаты был получен при помощи k-ε-std модели турбулентности (модель

№6 в таблице 4.6). Модели №14-16 (LES-std) показали наиболее точные оцен-

ки изоэнтропного КПД по сравнению с экспериментальными данными [187]

для высоких долей холодного потока φc ≈ 1.6. Однако для низких долей φc

точность LES-std модели турбулентности оказалась значительно ниже. В со-

ответствии с [200], понижение точности LES-std модели может быть связано

с ростом значения мелкомасштабной турбулентности, для разрешения кото-

рой требуется использование еще более мелкой расчетной сетки. Модель рей-

нольдсовых напряжений RSM-LRR-std (№17-20) показала значительно более
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высокую точность по сравнению с k-ε-std при оценке интегральных харак-

теристик вихревой трубы, см. рис. 4.12. Кроме того, модель RSM-LRR-std

оказалась менее чувствительна к режиму работы вихревой трубы (к доле

холодного потока φc) по сравнению с LES-std моделью.

Рис. 4.12. Сравнение расчетных характеристик двухконтурной вихревой трубы с
экспериментальными данными Пиралишвили [187]: модели турбулентности

RSM-LRR-std и LES-std

Более детальное исследование влияния размеров ячеек расчетной сетки

на точность LES-std модели турбулентности выполнено путем сравнения ре-

зультатов расчета с использованием моделей №14, 15 и 16. При этом, модель

№16 оказалась чрезвычайно затратна с вычислительной точки зрения, по-

этому был рассмотрен только режим с низкой долей холодного потока φc. Из

рис. 4.12 видно, что модель №14 оказалась наименее точной из всех рассмот-

ренных моделей. По мере увеличения количества расчетных ячеек, точность

оценки изоэнтропного КПД ηs растет. Однако для низкой доли холодного

потока, величина ηs значительно отличается от экспериментальных измере-

ний даже для наиболее мелкой сетки (модель №16). Дальнейшее измельчение

расчетной сетки не представляется возможным из-за вычислительных огра-
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ничений.

Рисунки 4.13–4.15 показывают мгновенные картины течения в проточной

части вихревой трубы, полученные при помощи моделей турбулентности №14

(LES-std) и №20 (RSM-LRR-std) с использованием одинаковых расчетных се-

ток. Рисунки были получены для близких режимов работы вихревой трубы,

а именно для доли холодного потока в диапазоне 1.42 ≤ φc ≤ 1.54.

(а)

(б)

Рис. 4.13. Векторные поля скорости в продольном сечении двухконтурной вихревой
трубы, полученные при помощи моделей (а) №14 (LES-std) и (б) №20 (RSM-LRR-std),

см. табл. 4.7

Векторное поле скорости, полученное при помощи LES-std модели турбу-

лентности, оказалось значительно более сложным по сравнению с моделью

RSM-LRR-std, см. рис. 4.13 (а) и (б). Множество вторичных турбулентных

вихревых структур показала LES-std модель, в то время как RSM-LRR-std

показала наличие только нескольких крупномасштабных циркуляционных

зон. Распределение температуры торможения по плоскости продольного раз-

реза вихревой трубы изображено на рис. 4.14. Стохастическое и крайне неста-

ционарное поле температур торможения было получено при помощи LES-std
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(а)

(б)

Рис. 4.14. Распределение температуры торможения по плоскости продольного разреза
двухконтурной вихревой трубы: (а) модель №14 (LES-std) и (б) модель №20

(RSM-LRR-std), см. табл. 4.7

модели турбулентности, в то время как RSM-LRR-std продемонстрировала

гладкое распределение температуры.

Аналогично анализу, представленному на рис. 4.7, алгоритм Vortex Core

Region был использован для визуализации вторичных вихревых структур в

проточной части двухконтурной вихревой трубы. Рис. 4.15 (а) показывает,

что LES-std модель турбулентности моделирует широкий диапазон масшта-

бов турбулентных вихревых структур. В то же время, RSM-LRR-std моде-

лирует только наибольшие по размеру вихревые структуры, что качественно

согласуется с наблюдениями, сделанными на основе рис. 4.13. Исходя из это-

го можно заключить, что LES-std показывает качественно более правильную

физическую картину турбулентности.

Также можно отметить, что вихревые поверхности на рис. 4.15 (б) име-
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(а)

(б)

Рис. 4.15. Визуализация вторичных вихревых структур в проточной части
двухконтурной вихревой трубы при помощи алгоритма Vortex Core Region: (а) модель

№14 (LES-std) и (б) модель №20 (RSM-LRR-std), см. табл. 4.7

ют разную температуру торможения, зависящую от радиальной координаты.

А именно, поверхность вторичного вихря имеет более высокую температуру

торможения на больших радиальных координатах. Таким образом, жидкие

частицы по мере движения по поверхности вторичного вихря могут попадать

в зоны различной температуры и, таким образом, совершать микрохолодиль-

ные циклы (рис. 2.8), существование которых входит в гипотезу взаимодей-

ствия вихрей [222, 223, 224, 142, 143].
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4.3. Исследование и калибровка модифицированной модели тур-

булентности k-ε-VD

Проведенные в предыдущих разделах анализ показал, что стандартные

модели турбулентности, такие как k-ε-std, k-ε-RNG-std, SAS-SST-std, RSM-

LRR-std, LES-std, не позволяют с достаточной точностью моделировать эф-

фект температурной стратификации Ранка-Хилша, наблюдаемый как в ко-

нической разделительной вихревой трубе, так и в двухконтурной вихревой

трубе. В данном разделе делается попытка повысить точность численного

моделирования путем использования модифицированной модели турбулент-

ности k-ε-VD, опирающейся на Модифицированную Теорию Пути Смеше-

ния Прандтля и гипотезу взаимодействия вихрей [127, 129, 219, 220, 221],

см. табл. 2.2. Уравнения численной модели (2.26), используемые в настоящем

разделе, включают в себя как стандартные тепловые потоки, параметризу-

ющие турбулентный теплообмен (qσ и qλ), так и дополнительный вклад Ван

Деемтера qγ, проявляющий себя в течениях с высоким градиентом давления.

Для калибровки и валидации модели k-ε-VD рассматриваются три конфи-

гурации разделительной конической вихревой трубы, для каждой из которых

имеются опубликованные измерения интегральных характеристик. Вихревая

труба №1 полностью соответствует трубе, исследованной в разделе 4.1.. Вих-

ревые трубы №2 и №3 были экспериментально исследованы в работах [226] и

[225]. Общая схема вихревых труб представлена на рис. 4.1, а геометрические

размеры сведены в таблицу 4.8.

Для исследования течения газа в указанных вихревых трубах с по-

мощью модели k-ε-VD был использован модифицированный решатель

vtRhoCentralFoam, что подробно обсуждается в разделе 2.5.. Модификация

решателя включает в себя, прежде всего, измененное уравнение сохранения

энергии, включающее в себя тепловой поток qγ (2.26). Кроме этого, были до-

бавлены новые граничные условия, такие как (2.31)–(2.34), адаптированные
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специально для течения в вихревой трубе. Также были разработаны методы

постобработки результатов “на лету”, которые включают в себя вычисление

интегральных характеристик, таких как доля холодного потока φc (2.3), изо-

энтропный КПД ηs (2.5) и холодильный КПД ηc (2.6). Основная информация

о граничных условиях собрана в таблице 4.9.

Таблица 4.8
Основные геометрические размеры вихревых труб, см. рис. 4.1

№ D, мм d, мм L, мм α (◦) Размеры
критического

сечения
сопла, мм

Количество
каналов
сопла

№1 [232] 16.8 9.8 168.0 3.5 1.23× 4.0 6
№2 [226] 10.1 4.5 100.0 4.0 1.0× 3.0 4
№3 [225] 11.0 5.0 106.0 4.0 0.97× 1.41 6

Таблица 4.9
Граничные условия для моделей вихревых труб №1–3: p∗ - давление

торможения; T ∗ - температура торможения; G1, G3, G4 - вход, горячий и
холодный выходы вихревой трубы, см. рис. 4.1

№ Граница Давление p Скорость V Температура T

№1
G1 p∗ = 500 кПа (2.32) (2.33) T ∗ = 300 K (2.34)
G4 100 кПа нулевой градиент нулевой градиент
G3 нулевой градиент (2.31) нулевой градиент

№2
G1 p∗ = 600 кПа (2.32) (2.33) T ∗ = 300 K (2.34)
G4 100 кПа нулевой градиент нулевой градиент
G3 нулевой градиент (2.31) нулевой градиент

№3
G1 p∗ = 483 кПа (2.32) (2.33) T ∗ = 294.2 K (2.34)
G4 100 кПа нулевой градиент нулевой градиент
G3 нулевой градиент (2.31) нулевой градиент

Расчетная сетка для всех трех вариантов вихревой трубы строилась с ис-

пользованием комбинации из двух сеточных генераторов, а именно blockMesh

и snappyHexMesh. При этом, blockMesh генерировал базовую сетку, включаю-

щую в себя все геометрические особенности расчетного домена за исключени-

ем соплового ввода. Далее snappyHexMesh применялся поверх базовой сетки
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для формирования границ сопловых каналов и измельчения ячеек вблизи

этих границ. Создание расчетной сетки для доменов различных размеров

(см. таблицу 4.8) было автоматизировано при помощи скриптового языка

OpenFOAM. Общий вид расчетной сетки вблизи соплового ввода представ-

лен на рис. 4.16.

(а) (б)

(в)

Рис. 4.16. Общий вид расчетной сетки вблизи соплового ввода: (а) вихревая труба №1,
(б) №2, (в) №3, см. таблицу 4.8

Для всех выбранных вихревых трубы было выполнено исследование влия-

ния разрешения расчетной сетки на результаты расчета с точки зрения инте-

гральных характеристик вихревой трубы и распределения газодинамических

параметров по проточной части. Были рассмотрены шесть расчетных сеток,

указанных в таблице 4.10. Причем, увеличение количества ячеек расчетной

сетки выполнялось следующим образом:

• Модифицировался скрипт сеточного генератора blockMesh, в котором

увеличивалось количество разбиений блоков по всем направлениям.

• Генерировалась базовая сетка генератором blockMesh. Именно базовая

сетка определяет общее разрешение расчетной сетки.
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• Генератор snappyHexMesh комбинировал базовую сетку и файл геомет-

рии в формате STL для формирования соплового ввода.

Таблица 4.10
Расчетные сетки, рассмотренные в исследовании вихревых труб №1–3

Количество ячеек Максимум ηs,max (2.5);
модель k-ε-std

1 45 000 0.165
2 85 000 0.188
3 100 000 0.206
4 130 000 0.226
5 170 000 0.236
6 250 000 0.237

Расчетный максимум изоэнтропного КПД ηs вихревой трубы №1, полу-

ченный с применением модели k-ε-std, приведен в таблице 4.10. Видно, что

расчетные сетки с количеством ячеек 170000 и 250000 показали практически

совпадающий результат, что говорит о пригодности этих двух сеток для про-

ведения дальнейшего исследования. В целом, полученное пространственное

разрешение хорошо согласуется с описанными в предыдущих разделах ис-

следованиями, выполненными с применением коммерческого пакета ANSYS

CFX, см. таблицу 4.6.

4.3.1. Калибровка модифицированной модели k-ε-VD

Выражение для теплового потока Ван Деемтера qγ, см. уравнение (2.24),

включает в себя новый эмпирический коэффициент cγ, величина которого на

данном этапе исследования неизвестна. Оценку величины данного коэффи-

циента можно сделать пользуясь разложением (2.21) и формулой (2.22):

cγ ∼ 1−
3
√
Ω

2γ

|∇p|
p
, (4.2)
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где Ω - объем ячейки расчетной сетки; 3
√
Ω - оценка размера ячейки расчет-

ной сетки; |∇p| и p - оценки градиента статического давления и величины

давления, соответственно.

Из приведенной оценки cγ видно, что чем меньше размер ячеек сетки 3
√
Ω,

тем ближе cγ к единице. Интерпретировать это можно следующим образом:

с уменьшением пространственного масштаба задачи кривая адиабаты асимп-

тотически приближается к линейной зависимости. То есть, ∆T ∼ ∆p для

малых пространственных масштабов 3
√
Ω → 0. Здесь следует подчеркнуть,

что выражение (4.2) было получено путем линеаризации закона адиабаты

через его разложение в ряд Тейлора в окрестности 3
√
Ω → 0, см. выражение

(2.21).

Для расчетной сетки №6 (таблица 4.10) типичный размер ячейки можно

оценить как 3
√
Ω ∼ 2 × 10−4 м. Численные расчеты с использованием стан-

дартной модели k-ε-std позволяют сделать оценку максимального градиента

давления |∇p| ∼ 5×107 Па/м, который соответствует статическому давлению

на уровне p ∼ 3× 105 Па. Комбинируя указанные величины можно получить

оценку величины cγ для воздуха (показатель адиабаты γ = 1.4):

cγ ≈ 1− 2× 10−4

2× 1.4
× 5× 107

3× 105
≈ 0.988 (4.3)

Несмотря на то, что полученное значение очень близко к единице, факти-

ческая величина cγ может значительно варьироваться в зависимости от ис-

пользуемой модели турбулентности. Для уточнения эмпирической величины

cγ требуется провести калибровку модели.

Была проведена серия численных расчетов для вихревых труб №1 и

№2, см. таблицу 4.8. Величина коэффициента cγ варьировалась в диапазоне

0 ≤ cγ ≤ 1. Во всех расчетах величина доли холодного потока была зафик-

сирована равной φc = 0.6. Экспериментальные значения изоэнтропного КПД

для вихревых труб №1 и №2 при доли холодного потока φc = 0.6 указаны
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в статьях [232, 226]: ηs,φc=0.6 = 0.374 для трубы №1, и ηs,φc=0.6 = 0.342 для

трубы №2.

Рисунок 4.17 показывает сравнение расчетных значений ηs, соответству-

ющих различным величинам cγ, с экспериментальным изоэнтропным КПД

вихревых труб №1 и №2. Из рисунка видно, что исключение поправки Ван

Деемтера qγ из расчета путем выбора cγ = 0 приводит к значительной по-

грешности в оценке изоэнтропного КПД порядка 30%, что хорошо согласу-

ется с выполненными ранее расчетами в коммерческом пакете ANSYS CFX,

см. раздел. 4.1.. Увеличение коэффициента cγ приводит к росту точности

численной модели.

Рис. 4.17. Зависимость расчетного изоэнтропного КПД ηs (2.5) от величины
коэффициента cγ, построенная для вихревых труб №1 и №2, см. табл. 4.8.

Экспериментальные значения изоэнтропного КПД, а также соответствующая им
величина cγ, показаны пунктирными линиями. Доля холодного потока была выдержана

равной φc = 0.6 (2.3) во всех расчетах и экспериментах.

Исходя из проведенной серии вычислительных экспериментов можно за-

ключить, что cγ ≈ 0.985 дает наилучшее совпадение расчетной величины

изоэнтропного КПД с экспериментальным значением для доли холодного по-
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тока φc = 0.6. Причем, найденная величина cγ оказалась одинаковой как для

вихревой трубы №1, так и для трубы №2. Более того, эмпирическое значение

cγ оказалось очень близко к теоретической оценке согласно (4.3). Это говорит

о том, что сжатие турбулентных жидких частиц (молей), параметризованное

поправкой Ван Деемтера qγ в рамках Модифицированной Теории Пути Сме-

шения Прандтля, близко к адиабатному.

4.3.2. Интегральные характеристики и течение газа в вихревой

трубе

Для подтверждения сделанных выводов о величине калибровочного ко-

эффициента cγ ≈ 0.985 требуется провести более детальное исследование

интегральных характеристик вихревых труб. Для этих целей требуются экс-

периментальные данные отличные от тех, которые были использованы на

этапе калибровки модели k-ε-VD. Исходя их этого, в настоящем разделе рас-

сматриваются вихревые трубы № 2 и 3; см. табл. 4.8.

Лабораторные измерения интегральных характеристик вихревых трубы

№ 2 и 3, таких как ∆Tc (2.1), φc (2.3) и ηs (2.5), обсуждаются в работах [226]

и [225], соответственно. Для вихревой трубы №2 точность измерения доли

холодного потока оценивается как ∆φc = ±2...8%, а точность измерения сте-

пени понижения температуры ∆Tc = ±3%. Точность косвенного (непрямого)

измерения величины изоэнтропного КПД можно оценить как ∆ηc = ±4%.

Для вихревой трубы №3, соответствующие оценки точности прямых и кос-

венных измерения равны: ∆φc = ±4%, ∆Tc = ±1%, ∆ηc = ±3%.

На рис. 4.18 сравниваются интегральные характеристики вихревой тру-

бы №2, измеренные в лаборатории, с расчетными величинами, полученными

с применением как стандартной модели k-ε-std, так и модифицированной

модели k-ε-VD. Планками погрешности показаны пределы точности лабора-

торных измерений. Как в численных, так и в натурных экспериментах, доля
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холодного потока варьировалась в широких пределах.

(а)

(б)

Рис. 4.18. Зависимость (а) изоэнтропного КПД ηs (2.5) и (б) степени понижения

температуры ∆Tc (2.1) от доли холодного потока φc (2.3) для вихревой трубы №2.

Данные лабораторных измерений с соответствующими планками погрешности

заимствованы из работы [226]

Из рис. 4.18 видно, что стандартная модель турбулентности k-ε-std пока-

зывает существенное отклонение графиков изоэнтропного КПД ηs и степени

понижения температуры ∆Tc от экспериментальных данных. Обнаруженное

отклонение хорошо согласуется с выводами, полученными выше по тексту,

причем во всем диапазоне величин доли холодного потока. С другой сторо-
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ны, применение модифицированной модели турбулентности k-ε-VD в значи-

тельной степени уменьшает отклонение расчетных величин от лабораторных

измерений. Особенно хорошее соответствие численных и натурных экспери-

ментов наблюдается для изоэнтропного КПД ηs при доле холодного потока

φc = 0.6. Это объясняется тем, что калибровка модели турбулентности вы-

полнялась именно для данного режима работы вихревой трубы.

(а)

(б)

Рис. 4.19. Зависимость (а) изоэнтропного КПД ηs (2.5) и (б) степени понижения

температуры ∆Tc (2.1) от доли холодного потока φc (2.3) для вихревой трубы №3.

Данные лабораторных измерений с соответствующими планками погрешности

заимствованы из работы [225]
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Схожая картина наблюдается и для интегральных характеристик вихре-

вой трубы №3, показанных на рис. 4.19. Следует подчеркнуть, что данная

вихревая труба (№3) не использовалась при калибровке модели турбулентно-

сти в разделе 4.3.1.. Несмотря на это, модель k-ε-VD также показала суще-

ственное увеличение точности интегральных характеристик вихревой трубы

по сравнению с точностью стандартной модели k-ε-std. Это говорит о том,

что значение калибровочного коэффициента cγ было выбрано верно. Несмот-

ря на это, следует отметить некоторое завышение изоэнтропного КПД ηs

во всем диапазоне долей холодного потока φc. Одним из объяснений можно

служить неточность измерения давления перед сопловым вводом вихревой

трубы, обсуждаемая в статье [225].

Распределение статической (термодинамической) температуры по про-

дольному сечению вихревых труб №2 и 3 изображено на рис. 4.20. Видно,

что стандартная модель турбулентности k-ε-std, см. подрисунки (а) и (в), по-

казывает существование локального максимума статической температуры в

приосевой области течения. Это качественным образом отличается от суще-

ствующих экспериментальных измерений профиля статической температу-

ры. Так, лабораторные измерения, представленные в работах [127, 194, 196],

указывают на монотонное убывание статический температуры от стенки в

направлении приосевой зоны течения. Локальные максимумы замечены не

были. К аналогичным выводам приходят также в работах [195, 221].

Применение модифицированной модели турбулентности k-ε-VD ка-

чественным образом меняет распределение статической температуры,

см. рис. 4.20 (б) и (г). Модифицированная модель турбулентности показы-

вает монотонное убывание статический температуры от стенки в направле-

нии приосевой зоны течения, что хорошо согласуется с экспериментальными

данными [127, 194, 195, 196, 221]. Очевидно, что дополнительный тепловой

поток, а именно поправка Ван Деемтера qγ в уравнениях (2.26), приводит к

интенсификации теплопереноса из приосевой области течения в периферий-
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(а)

(б)

(в)

(г)

Рис. 4.20. Распределение статической температуры по продольному сечению вихревых
труб №2 (подрисунки а и б) и №3 (подрисунки в и г). Результаты, полученные с

применением стандартной модели турбулентности k-ε-std, показаны на подрисунках (а)
и (в). Подрисунки (б) и (г) показывают результаты, полученные с помощью

модифицированной модели турбулентности k-ε-VD. В связи с осесимметричностью
течения, на всех подрисунках показана только верхняя полуплоскость продольного

сечения вихревых труб.

ную, то есть, усиливает эффект Ранка-Хилша. Именно с этим можно связать

рост интегральных показателей вихревых труб на рис. 4.18 и 4.19, прибли-

жающий расчетные величины изоэнтропного КПД ηs соответствующих труб

к лабораторными измерениям.

(а)

(б)

(в)

(г)

Рис. 4.21. Распределение кинетической энергии турбулентности k по продольному

сечению вихревых труб №2 (подрисунки а и б) и №3 (подрисунки в и г). Подрисунки (а)

и (в) соответствуют стандартной модели турбулентности k-ε-std, а подрисунки (б) и (г) -

модифицированной модели турбулентности k-ε-VD.
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(а)

(б)

(в)

(г)

Рис. 4.22. Распределение турбулентной вязкости µt по продольному сечению вихревых

труб №2 (подрисунки а и б) и №3 (подрисунки в и г). Подрисунки (а) и (в)

соответствуют стандартной модели турбулентности k-ε-std, а подрисунки (б) и (г) -

модифицированной модели турбулентности k-ε-VD.

Рисунок 4.21 показывает распределение кинетической энергии турбулент-

ности k по продольному сечению вихревых труб №2 и 3. Во всех расчетных

случаях, т.е. на всех подрисунках, максимум k расположен в непосредствен-

ной близости от соплового ввода вихревой трубы. Применение модифициро-

ванной модели турбулентности k-ε-VD взамен стандартной k-ε-std не приво-

дит к качественному перестроению распределения k. Аналогичные выводы

можно сделать по отношению к распределению турбулентной вязкости µt,

изображенному на рис. 4.22. Более того, рисунки 4.21 и 4.22 вне зависимо-

сти от использованной модели турбулентности очень близки к результатам

исследований других авторов [216, 228].

Исходя из приведенного анализа можно заключить, что усовершенство-

ванная модель k-ε-VD, по сравнению со стандартной k-ε-std, воздействует

главным образом на поля температуры в проточной части вихревых трубы.

Следует подчеркнуть, что поправка Ван Деемтера qγ была внесена в уравне-

ние сохранения энергии, см. (2.26). Это объясняет ее прямое влияние на рас-

пределение температуры. При этом, другие параметры течения также под-
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вержены ее влиянию, однако не напрямую.

4.3.3. Профили газодинамических параметров

Рисунки 4.23 и 4.24 показывают распределения статической температуры

T , температуры торможения T ∗, модуля скорости |V | и статического давле-

ния p по поперечному сечению вихревой трубы, расположенному на рассто-

янии одного диаметра от соплового ввода, см. рис. 4.1. Причем, графики на

рис. 4.23 соответствуют вихревой трубе №2, в то время как рис. 4.24 соответ-

ствует вихревой трубе №3, см. табл. 4.8.

Из рисунков видно, что распределение статической температуры T , полу-

ченное с использованием модифицированной модели турбулентности k-ε-VD,

качественным образом отличается от распределения температуры T , соот-

ветствующего стандартной модели k-ε-std. А именно, стандартная модель

турбулентности k-ε-std указывает на существование локального максимума

статической температуры в приосевой области проточной части вихревых

труб, см. рис. 4.23(а) и 4.24(а).

Интенсификация теплопереноса за счет дополнительного теплового пото-

ка qγ (2.26) в модели турбулентности k-ε-VD приводит к уменьшению стати-

ческой температуры в приосевой области и соответствующему росту статиче-

ской температуры в периферийной области проточной части вихревых труб.

В результате локальный максиму в распределении T на рис. 4.23(а) и 4.24(а)

исчезает, а само распределение статической температуры становится моно-

тонно убывающим по направлению к центральной части вихревого течения.

Как уже было отмечено выше по тексту, такое монотонное распределение

очень хорошо качественно согласуется с экспериментальными исследования-

ми [127, 194, 195, 196, 221].



187

(а) (б)

(в) (г)

Рис. 4.23. Распределение (а) статической температуры T , (б) температуры торможения

T ∗, (в) статического давления p и (г) модуля скорости |V | по поперечному сечению

вихревой трубы №2 (см. табл. 4.8), показанному на рис. 4.1. Изображенные профили

газодинамических параметров были получены с использованием двух моделей

турбулентности: стандартной k-ε-std и модифицированной k-ε-VD. Поперечное сечение,

для которого были построены распределения газодинамических параметров, находится

на расстоянии одного диаметра D от соплового ввода вихревой трубы. На графиках, r -

радиальная координата.

В отличие от статической температуры, профили температуры торможе-

ния T ∗ на рис. 4.23(б) и 4.24(б) отличаются только количественно, но не ка-

чественно. Интенсификация теплообмена в модифицированной модели тур-

булентности k-ε-VD приводит к росту температурной стратификации в по-

перечном сечении вихревой трубы, что, в свою очередь, усиливает эффект
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энергоразделения Ранка-Хилша. Таким образом, обсуждаемые графики тем-

ператур торможения T ∗ хорошо согласуются с интегральными характеристи-

ками вихревых труб на рис. 4.18 и 4.19.

(а) (б)

(в) (г)

Рис. 4.24. Распределение (а) статической температуры T , (б) температуры торможения

T ∗, (в) статического давления p и (г) модуля скорости |V | по поперечному сечению

вихревой трубы №3 (см. табл. 4.8), находится на расстоянии одного диаметра D от

соплового ввода. На графиках, r - радиальная координата.

Распределения модуля скорости |V | и статического давления p

по поперечному сечению вихревых труб №2 и 3, представленные на

рис. 4.23(в,г) и 4.24(в,г), подтверждают, что поправка Ван Деемтера qγ глав-

ным образом влияет на профили температур T и T ∗. В то же время, другие

газодинамические параметры течения, такие как скорость V или давление
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p, слабо меняются при переходе от стандартной модели k-ε-std к модифи-

цированной k-ε-VD. Еще раз отмечается, что член qγ непосредственным об-

разом входит в уравнение энергии системы (2.26). Это объясняет его слабое

вторичное влияние на газодинамические параметры отличные от внутренней

энергии e, энтальпии h или температуры T .

4.3.4. Тепловые потоки в вихревой трубе

Из проведенного выше анализа видно, что эффект температурного раз-

деления Ранка-Хилша обусловлен балансом тепловых потоков qσ, qλ и qγ,

входящих в уравнение энергии математической модели (2.26). Физический

смысл каждого из указанных тепловых потоков сведен в таблицу 2.1. Так-

же следует отметить, что указанные тепловые потоки представляют собой

скалярные величины, характеризующие баланс входящих и выходящих по-

токов тепловой энергии через границу Γ контрольного объема Ω, отнесенные

к этому объему Ω. То есть:

qσ,λ,γ ∼
1

Ω

∫∫
Γ

q⃗ · dΓ⃗ (4.4)

Положительная величина qσ, qλ или qγ говорит о притоке тепловой энергии в

контрольный объем, а отрицательная величина - об оттоке тепловой энергии,

соответственно. Также следует отметить, что qσ и qλ входят как в стандарт-

ную модель турбулентности k-ε-std, так и в модифицированную k-ε-VD. В то

же время, поправка Ван Деемтера qγ присутствует только в модели k-ε-VD.

На рис. 4.25 приводится сравнение распределения величин qσ, qλ и qγ по

продольному сечению вихревой трубы, показанному на рис. 4.1. Оба графи-

ка были получены с помощью модифицированной модели турбулентности

k-ε-VD для вихревой трубы №2 (подрисунок а) и трубы №3 (подрисунок б).

Графики показывают радиальный перенос тепловой энергии из центра вих-

ревого течения газа на его периферию при помощи вкладов qσ и qγ. Таким
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(а) (б)

Рис. 4.25. Распределения тепловых потоков qσ, qλ и qγ (см. табл. 2.1) по поперечному
сечению вихревой трубы, показанному на рис. 4.1. Подрисунки (а) и (б) показывают

результаты расчетов для вихревых труб №2 и №3, соответственно.

образом, поправка Ван Деемтера qγ усиливает эффект температурной стра-

тификации. С другой стороны, вклад qλ направлен в противоположную сто-

рону, то есть, он ослабляет эффект температурного разделения. При этом,

qγ имеет более существенный вклад по сравнению с qλ, что также видно из

анализа графика qλ + qγ.

На данном этапе следует подчеркнуть, что Модифицированная Теория

Пути Смешения Прандтля [219, 220, 221] говорит о том, что поправка Ван

Деемтера qγ является добавочным вкладом по отношению к величине qλ.

То есть, с физической стороны правильно говорить о суммарной величине

qλ+ qγ, а величина qλ в отдельности не имеет собственного физического зна-

чения. Интересно, что величина qσ является сравнимой с qλ+qγ. Это говорит

о том, что механическая работа центральной части вихря над периферий-

ной, вызванная как вязкими напряжениями, так и турбулентным переносом

момента движения, вносит существенный вклад в эффект Ранка-Хилша.

Комбинированное действие всех тепловых потоков анализируется на

рис. 4.26. Для стандартной модели турбулентности k-ε-std речь идет о ве-

личине qσ + qλ. В то же время, полный тепловой поток для модели k-ε-VD
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(а) (б)

Рис. 4.26. Распределение полного теплового потока
∑
q по поперечному сечению

вихревой трубы, показанному на рис. 4.1. Подрисунки (а) и (б) соответствуют вихревым
трубам №2 и №3. Полный тепловой поток для стандартной модели турбулентности
k-ε-std равен

∑
q = qσ + qλ, а для модифицированной модели турбулентности k-ε-VD∑

q = qσ + qλ + qγ.

представляет собой сумму всех трех вкладов, т.е. qσ + qλ + qγ. Из графиков

видно, что модель k-ε-VD показывает более интенсивный радиальные пере-

нос тепловой энергии по сравнению со стандартной моделью k-ε-std, как для

вихревой трубы №2 (подрисунок а), так и для трубы №3 (подрисунок б). Это

является еще одним подтверждением усиления эффекта Ранка-Хилша при

использовании модифицированной модели k-ε-VD, что хорошо согласуется с

интегральными характеристиками вихревых трубы на рис. 4.18 и 4.19.
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4.4. Выводы по главе

1. На начальном этапе исследования было выполнено численное моде-

лирование течения газа в разделительной конической вихревой трубе

(рис. 4.1), а также в двухконтурной вихревой трубе (рис. 4.4). Для это-

го использовался широкий диапазон стандартных моделей турбулент-

ности, встроенных в коммерческий гидродинамический пакет ANSYS

CFX: модели изотропной турбулентности, модели анизотропной турбу-

лентности, а также модели крупных вихрей.

2. Было обнаружено, что стандартные модели изотропной турбулентно-

сти, такие как k-ε-std, k-ω-std, k-ε-realizable-std, k-ε-RNG-std и SST-std,

показываю сходную картину течения газа в камере энергоразделения

вихревой трубы. Обособленное место занимает стандартная модель

турбулентности SAS-SST-std, которая вносит существенную неустойчи-

вость и нестационарность в течение газа путем занижения величины

турбулентной вязкости в областях расчетной сетки, имеющих высокое

разрешение.

3. Установлено, что существенные различия в структуре течения газа,

предсказанные моделью SAS-SST-std и другими моделями турбулент-

ности, не оказывают значительного влияния на интегральные характе-

ристики вихревой трубы. Все исследованные стандартные модели тур-

булентности указали на существование максимума изоэнтропного КПД

разделительной вихревой трубы равного ηs = 0.24. С другой сторо-

ны, экспериментальные исследования данной разделительной вихревой

трубы, выполненные диссертантом, показали величину изоэнтропного

КПД на уровне ηs = 0.36 [352]. Таким образом, стандартные модели

турбулентности занижают эффект температурного разделения Ранка-

Хилша примерно на 30%, что очень хорошо согласуется с другими лите-

ратурными данными, как показано в разделе 2.2. настоящей диссерта-
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ции. Более того, для двухконтурной вихревой трубы ошибка численных

моделей течения газа проявляется еще более выраженно.

4. Использование более сложной анизотропной модели турбулентности

RSM-LRR-std приводит к заметному уменьшению ошибки численно-

го моделирования эффекта Ранка-Хилша по сравнению моделями изо-

тропной турбулентности. Это объясняется тем, что течение в вихревой

трубе является существенно трехмерным в связи с его винтовым ха-

рактером, а это, в свою очередь, говорит об анизотропии турбулент-

ности. Еще некоторое увеличение точности наблюдается также при ис-

пользовании чрезвычайно затратных моделей крупных вихрей LES-std.

Несмотря на всё, даже самая сложная модель турбулентности сохраня-

ет погрешность в определении интегральных характеристик вихревой

трубы (таких как изоэнтропный или холодильный КПД) по сравнению

с экспериментальными данными.

5. Для увеличения точности численного моделирования течения газа в

вихревых трубах, а также их интегральных характеристик, была при-

менена усовершенствованная модель турбулентности k-ε-VD, рассмот-

ренная в разделе 2.4.. Данная модель основана на Модифицированной

Теории Пути Смешения Прандтля и гипотезе взаимодействия вихрей

[127, 129, 219, 220, 221] и включает в себя дополнительный турбулент-

ный поток тепловой энергии - поправку Ван Деемтера qγ. Численная

реализация данной модели турбулентности была выполнена в модифи-

цированном решателе vtRhoCentralFoam.

6. Калибровка новой модели турбулентности k-ε-VD была выполнена с ис-

пользованием лабораторных измерений для трех разделительных вих-

ревых труб, опубликованных в литературе [225, 226, 232]. Результаты

калибровки показали, что величина введенной эмпирической констан-

ты должна составлять cγ ≈ 0.985. Полученная оценка очень хорошо

согласуется с простейшей асимптотической оценкой.
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7. Установлено, что использование модифицированной модели турбулент-

ности k-ε-VD приводит к существенному повышению точности опре-

деления интегральных характеристик вихревой трубы, в том числе ее

КПД. Можно заключить, что это главным образом связано с действи-

ем дополнительного потока тепловой энергии qγ, вносимого поправкой

Ван Деемтера в рамках Модифицированной Теории Пути Смешения

Прандтля. Также следует отметить, что тепловой поток qγ связан с

нагревом турбулентных жидких частиц (молей) сжимаемого газа при

их перемещении в поле высоких градиентов давления. Существование

столь высоких градиентов давления является достаточно редким явле-

нием, с чем связана достаточная точность стандартных моделей тур-

булентности (в которых qγ = 0) для большинства течений жидкости и

газа.

8. Можно сделать вывод, что модифицированная модель турбулентности,

включающая в себя поправку Ван Деемтера, более точно отражает все

теплообменные процессы, возникающие в камере энергоразделения в

соответствии с гипотезой взаимодействия вихрей. Ни одна из исследо-

ванных стандартных моделей турбулентности не позволяет столь зна-

чительно сократить численную ошибку при моделировании эффекта

Ранка-Хилша.

9. Следует отметить, что поправка Ван Деемтера может быть исполь-

зована и в рамках моделей анизотропной турбулентности, таких как

RSM-LRR-VD (см. раздел 2.3.). Данное направление исследований пла-

нируется развивать в будущих работах диссертанта.

10. Основные результаты исследований, обсуждаемых в настоящей главе,

опубликованы диссертантом и его соавторами в ряде международных и

российский статей [230, 232, 233, 234, 236, 353], а также обсуждены на

международных и всероссийских конференциях [231, 354, 355, 356].
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ГЛАВА 5

УСОВЕРШЕНСТВОВАНИЕ ГЕОМЕТРИИ ПРОТОЧНОЙ

ЧАСТИ ВИХРЕВОЙ ТРУБЫ С ЦЕЛЬЮ ПОВЫШЕНИЯ ЕЁ

ЭНЕРГОЭФФЕКТИВНОСТИ

Настоящая глава посвящена разработке методов и способов повышения

энергетической эффективности вихревых труб Ранка-Хилша, мерой которой

являются изоэнтропный ηs (2.5) и холодильный КПД ηc (2.6). С этой це-

лью было проведено детальное исследование течения газа в проточной части

вихревых труб с использованием разработанной модифицированной модели

турбулентности k-ε-VD, а также с использованием других стандартных мо-

делей турбулентности. Основные результаты численных исследований под-

тверждаются экспериментальными измерения интегральных характеристик

как лабораторного образца, так и промышленных образцов вихревых труб.

В качестве объекта исследования выбрана двухконтурная вихревая труба

[129, 187, 197, 198], изображенная на рис. 4.8. Несмотря на это, основные

результаты исследования распространяются и на другие типы вихревых труб,

такие как разделительные конические трубы, что подтверждается натурными

измерениями, приведенными в настоящей главе.

5.1. Исследование течения газа с использованием метода миними-

зация герерации энтропии

На начальном этапе исследований требуется определить имеющиеся ре-

зервы в вопросе повышения энергетической эффективности вихревых труб

путем уменьшения необратимых потерь энергии. Наиболее распространен-

ный в литературе подход основывается на эксергетическом анализе течения

газа [156, 357, 358]. Несмотря на то, что данный метод позволяет исследовать

чрезвычайно сложные термодинамические процессы, наблюдаемые в вихре-
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вом течении газа, он не позволяет выделить физические причины, приводя-

щие к тем или иным потерями полезной энергии.

В настоящем исследовании используется другой метод термодинамиче-

ского анализа, а именно метод минимизации генерации энтропии (Entropy

Generation Minimization) предложенный Бежаном [359, 360]. В данном подхо-

де вычисляется распределение скорости роста энтропии по всей области те-

чения на основе имеющихся расчетных данных. Это дает возможность иссле-

довать физические причины того или иного процесса, а также локализовать

его в пространстве и времени. В ряде численных исследований различных

течений жидкости и газа показана целесообразность использования величи-

ны локальной генерации энтропии в качестве меры необратимости процессов

[361, 362, 363].

Для проведения указанного термодинамического анализа были использо-

ваны результаты численного моделирования течения газа в проточной части

двухконтурной вихревой трубы (см. рис. 4.8), представленные в разделе 4.2..

Особый акцент был сделан на моделях №6 и №13, указанных в таблице 4.6.

Сам анализ генерации энтропии выполнен на этапе пост-обработки результа-

тов моделирования при помощи инструмента ANSYS-CFD-Post.

5.1.1. Метод минимизация генерации энтропии

Для оценки величины локальной скорости роста энтропии (генерации эн-

тропии), Кок и Хервиг [364, 365, 366] рассмотрели уравнение переноса энтро-

пии. Они показали, что существуют два физических процесса, вызывающих

рост энтропии, а именно: (а) действие вязких сил трения ṡd и (б) наличие

конечных градиентов температуры ṡc. Исходя из того, что уравнение пере-

носа энтропии также должно быть осреднено по методу Рейнольдса (в рам-

ках RANS), каждая из указанных величин распадается на две компоненты:

осредненная и флуктуационная. В конечном итоге, требуется вычислить рас-
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пределение четырех физических величин:

• скорость порождения энтропии вследствие вязкого трения ṡd;

• вследствие турбулентной диссипации энергии ṡ′d;

• вследствие теплопроводности газа ṡc;

• вследствие турбулентного конвективного переноса ṡ′c.

Кок и Хервиг [364, 365, 366] приводят следующие выражения для вычис-

ления каждой из компонент полного порождения энтропии:

ṡd =
µ

T

∣∣∣Ṡ∣∣∣2 = µ

T

(
∇V + (∇V )T

)
: (∇V )T (5.1)

ṡ′d =
ρε

T
(5.2)

ṡc =
λ

T 2
(∇T )2 (5.3)

ṡ′c =
λt
T 2

(∇T )2 (5.4)

Здесь Ṡ - тензор скоростей деформаций (1.9), T - статическая температура, µ

- коэффициент динамической вязкости, λ - коэффициент теплопроводности

и λt - коэффициент турбулентной теплопроводности, ε - скорость диссипации

энергии турбулентности, см. уравнения (2.26).

Наряду с оценкой необратимых потерь энергии в форме порождения эн-

тропии, для анализа также требуется оценка полезной работы, то есть вклада

той или иной области течения в общий эффект температурного разделения.

В рамках настоящего исследования в качестве такой оценки будет исполь-

зована локальная скорость роста энтальпии, которая также состоит из двух

компонент: осредненной ṗc и флуктуационной ṗ′c. Предполагая, что течение

газа является квази-стационарным, можно записать:

ḣc =
λ

ρ
∇2T (5.5)

ḣ′c =
1

ρ
∇ · (λt∇T ) (5.6)
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Нужно обратить внимание на то, что величины (5.1)–(5.4) и (5.5)–(5.5)

имеют разные единицы измерения. Для их непосредственного сравнения и

анализа требуется домножить генерацию энтропии ṡ на T/ρ. После этого

выражение (5.2) вырождается в скорость диссипации энергии турбулентности

ε. Полная генерация энтропии и полная полезная работа запишутся:

ṡΣ =
T

ρ

{
ṡd + ṡ′d + ṡc + ṡ′c

} [
Вт
кг

]
(5.7)

ḣΣ = ḣc + ḣ′c

[
Вт
кг

]
(5.8)

5.1.2. Результаты анализа

На рис. 5.1 рассмотрена работа двухконтурной вихревой трубы

(см. рис. 4.8) в режиме доли холодного потока φc = 1.12. Используя резуль-

таты моделирования течения газа с помощью модели турбулентности k-ε-std

были оценены величины ṡΣ (5.7) и ḣΣ (5.8). На рис. 5.1(а) отчетливо видны

две зоны высокой генерации энтропии, в которых сосредоточены основные

необратимые потери энергии. Первая зона расположена в пристеночной об-

ласти вдоль камеры энергоразделения. Очевидно, данная область включает

в себя пограничный слой. Вторая зона расположена около острого угла диа-

фрагмы холодного потока и отмечена стрелками на подрисунке (а). Данная

область уже отмечалась в качестве источника необратимых потерь энергии

[203, 225], однако способ устранения данной области потерь энергии пока не

был найден.

Положительные величины скорости роста энтальпии на рис. 5.1(б) указы-

вают на приток тепловой энергии, в то время как отрицательные величины

указывают на соответствующий отток энергии. В соответствии с этим, можно

выделить три области на данном рисунке, отмеченные как 1, 2 и 3. Очевидно,

что первые две области вносят непосредственный вклад в эффект энергораз-

деления Ранка-Хилша в связи с их расположением в потоке. С другой сторо-
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(а)

(б)

Рис. 5.1. Распределение (а) генерации энтропии и (б) полезной работы по продольному
сечению двухконтурной вихревой трубы, работающей при доле холодного потока

φc = 1.12. Расчет выполнен при помощи модели турбулентности k-ε-std, расчет №6 в
таблице 4.6.

ны, положительные величины ḣΣ в области 3 указывают на наличие притока

тепловой энергии в эту часть течения. С учетом того, что область 3 располо-

жена в приосевой зоне, нагрев газа в этом случае отрицательно сказывается

на энергоэффективности вихревой трубы. Таким образом, эта часть течения

является паразитной и должна быть исключена из распределения полезной

работы для дальнейшего анализа.
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(а)

(б)

Рис. 5.2. Распределение (а) отношения
∣∣∣ḣΣ∣∣∣ /ṡΣ по продольному сечению двухконтурной

вихревой трубы, работающей при доле холодного потока φc = 1.12; (б) трехмерная
паразитная область ḣΣ > 0 в приосевой части течения газа. Использована модель

турбулентности k-ε-std.

(а)

(б)

Рис. 5.3. Аналогично рис. 5.2, но для режима с более высокой долей холодного потока

φc = 1.86.

Распределение отношения полезной работы к генерации энтропии
∣∣∣ḣΣ∣∣∣ /ṡΣ

исследуется на рис. 5.2(а) для работы вихревой трубы в режиме доли холод-
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ного потока φc = 1.12. На данном рисунке отмечены области 1 и 2, в которые

указанное отношение достаточное велико, что говорит об их относительной

эффективности с точки зрения вклада в температурное разделение. Также

наблюдается область 3, которая является проводником тепловой энергии из

зоны 2 в зону 1. В отличие от неё, область 4 является паразитной, как отмече-

но выше по тексту (см. рис. 5.1). Трехмерная визуализация паразитной обла-

сти 4 представлена на рис. 5.2(б). Можно ожидать, что минимизация объема

показанной области приведет к усилению эффекта энергоразделения Ранка-

Хилша и соответствующему росту энергоэффективности вихревой трубы.

Рис. 5.4. Распределение завихренности поля скоростей |∇ × V | по продольному сечению
двухконтурной вихревой трубы, полученное с помощью модели крупных вихрей LES-std

№16 (таблица 4.7) для доли холодного потока φc = 1.42.

На рис. 5.3 исследуется отношение полезной работы к генерации энтро-

пии
∣∣∣ḣΣ∣∣∣ /ṡΣ для режима работы двухконтурной вихревой трубы при более

высокой доле холодного потока φc = 1.86. Обозначения областей течения

на рис. 5.3 полностью соответствуют аналогичным обозначениям на рис. 5.2

для упрощения их сравнения. Можно видеть, что общая структура течения

не изменилась существенным образом с увеличением доли холодного потока.

Однако паразитная зона 4 заметно увеличилась в размерах и протянулась

вдоль всей длины камеры энергоразделения. Это можно связать с ростом

осевых скоростей в центральной части течения и недостаточной турбулиза-

цией.
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Для демонстрации последнего вывода, рис. 5.4 показывает распределе-

ние завихренности поля скоростей |∇ × V | по продольному сечению вихревой

трубы. Данное поле было получено при помощи модели крупных вихрей LES-

std №16 (таблица 4.7) для доли холодного потока вихревой трубы φc = 1.42.

На данном рисунки хорошо видно слабую турбулизацию приосевой части

течения, что рассматриваестя в качестве одной из причин возникновения об-

суждаемой паразитной зоны.

(а)

(б)

Рис. 5.5. Распределение (а) генерации энтропии и (б) полезной работы по продольному
сечению двухконтурной вихревой трубы, работающей при доле холодного потока

φc = 1.12. Расчет выполнен при помощи модели турбулентности SAS-SST-std, расчет
№13 в таблице 4.6.

Аналогичный анализ распределения генерации энтропии и полезной рабо-

ты по проточной части двухконтурной вихревой трубы был также выполнен

с применением модели турбулентности SAS-SST-std. Результаты этого ана-

лиза представлены на рис. 5.5. Можно заметить, что в этом случае течение

газа является несимметричным и нестационарным. Несмотря на это, вид-

ны качественные сходства с результатами для модели турбулентности k-ε-std

(рис. 5.1). Что самое важное, модель турбулентности SAS-SST-std подтвер-
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ждает существование паразитной зоны в приосевой части течения.

По результатам проведенного исследования можно сделать вывод о

необходимости исключения обнаруженной паразитной зоны 4 на рисун-

ках 5.2 и 5.3 путем изменения формы и размеров камеры энергоразделения.

Достаточно логичным способом исключения паразитной зоны может быть

уменьшение диаметров диафрагмы da и сопла дополнительного потока db,

см. таблицу 4.4. С другой стороны, возможность уменьшение общего диамет-

ра камеры энергоразделения D также требует рассмотрения.

5.2. Параметрическое исследование конфигурации камеры энер-

горазделения

Выявленные резервы по усилению эффекта Ранка-Хилша и соответству-

ющего увеличения энергетических показателей вихревой трубы (раздел 5.1.)

требуют численной и экспериментальной проверки. С этой целью, в насто-

ящем разделе проводится детальное параметрическое исследование влияния

формы и размеров проточной части на интегральные характеристики двух-

контурной вихревой трубы, работающей как в двухконтурном, так и в раз-

делительном режиме.

Схема исследуемой вихревой трубы показана на рис. 4.8, а особенно-

сти ее работы обсуждаются в разделе 4.2.. Базовые размеры проточной

части вихревой трубы сведены в таблицу 4.4: D = 30 мм, da = db = 30 мм,

L = 3D = 90 мм, α = 3°. В ходе исследования осуществляется изменение од-

ного из базовых размеров при сохранении остальных размеров неизменными.

Таким образом устанавливается степень влияния того или иного параметра

на исследуемые характеристики.

Параметры работы вихревой трубы в двухконтурном режиме соответству-

ют рекомендациям [129, 187, 197, 198]. А именно, расход горячего потока

вихревой трубы был выбран равным расходу основного входного потока, т.е.
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G3 = G1, см. рис. 4.8. При этом, расход холодного потока выбирался рав-

ным расходу дополнительного потока, т.е. G4 = G2. Этим обеспечивается

доля горячего потока равная φh = 1 (2.4), а доля холодного потока может

варьироваться в широких пределах 0 < φc < 3 (2.3) путем изменения дав-

ления (и, соответственно, расхода) дополнительного потока G2 в диапазоне

100 ≤ p2 ≤ 150 кПа. Базовые граничные условия как для численных, так и

для экспериментальных исследований, сведены в таблицу 4.5.

В качестве показателя энергоэффективности вихревой трубы использо-

валось значение холодильного КПД ηc (2.6), зависящее от доли холодного

потока φc. Следует отметить, что при расчете холодильного КПД следует

учитывать затраты на сжатие газа, подаваемого как на основной вход вихре-

вой трубы, так и в дополнительный поток.

5.2.1. Результаты численных исследований

Параметрическое исследование требует проведения большого количества

численных расчетов течения газа в вихревой трубе на разные режимах ее

работы, а также с разными размерами ее проточной части. Исходя из это-

го, вычислительные эксперименты выполнялись на высокопроизводительном

кластере “УРАН” Уральского отделения РАН в параллельном режиме с ис-

пользованием интерфейса MPI на 48...128 потоках. Время одного численного

эксперимента составляло около 1200 минут (20 часов) [352, 367]. С целью

минимизации расчетного времени и вычислительных затрат, использовалась

стандартная модель турбулентности k-ε-std.

Рисунки 5.6 (а) и (б) показывают влияние диаметров диафрагмы da и соп-

ла ввода дополнительного потока db на интегральную характеристику вих-

ревой трубы ηc = ηc (φc). Из графиков (а) видно, что вихревая труба с завы-

шенным диаметром диафрагмы da = 22 мм (по сравнению с базовым 21 мм)

дает невысокий холодильного КПД. Уменьшение диаметра приводит к ро-
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сту холодильного КПД, который достигает максимума при da ≈ 18...19 мм.

Дальнейшее заужение диафрагмы приводит к довольно быстрому падению

холодильного КПД.

(а)

(б)

Рис. 5.6. Расчетные зависимости величины холодильного КПД ηc двухконтурной
вихревой трубы от доли холодного потока φc при различных диаметрах (а) диафрагмы

da и (б) сопла ввода дополнительного потока db, см. рис. 4.8.

Довольно схожие выводы можно сделать из анализа влияния диаметра

сопла ввода дополнительного потока на графиках (б). В данном случае, оп-

тимальное значение диаметра сопла близко совпадает с диаметром диафраг-

мы, то есть db = da ≈ 18...19 мм. Это можно объяснить тем, что массовый

расход газа, подаваемого в сопло допольнительного потока, равен массовому

расходу холодного потока, т.е. G2 = G4. Исходя из этого, схематичное пред-
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ставление течения газа в двухконтурной вихревой трубы говорит о том, что

весь дополнительный поток газа G2 проходит через приосевую часть камеры

энергоразделения и формирует холодный поток G4.

Следует подчеркнуть, что результаты приведенного параметрического

исследования, показывающие необходимость занижения диаметров da и db,

очень хорошо согласуются с выводами анализа генерации энтропии в разде-

ле 5.1.. Уменьшение диаметров da и db приводит к уменьшению паразитной

приосевой зоны течения, показанной на рис. 5.2 и 5.3.

Рис. 5.7. Расчетные зависимости величины холодильного КПД ηc двухконтурной
вихревой трубы от доли холодного потока φc при различных диаметрах камеры

энергоразделения D, см. рис. 4.8.

На основании проведенного параметрического исследования диаметров da

и db можно сделать предположение о необходимости параллельного умень-

шения диаметра всей камеры энергоразделения D. Результаты такого ана-

лиза представлены на рис. 5.7. Действительно, рисунок показывает, что ба-

зовый вариант вихревой трубы (D = 30 мм; da = db = 30 мм) демонстриру-

ет не самые высокие энергетические показатели. Уменьшение диаметров до

D = 25...27 мм и da = db = 15...18 мм приводит к росту холодильного КПД

примерно на 0.5...1%, что хорошо согласуется с данными на рис. 5.6. Заниже-

ние диаметра камеры энергоразделения доD = 20 мм и ниже заметно портит
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энергетические показатели вихревой трубы.

(а)

(б)

Рис. 5.8. Расчетные зависимости величины холодильного КПД ηc двухконтурной
вихревой трубы от доли холодного потока φc при различных (а) углах конусности
камеры энергоразделения α и (б) длинах камеры энергоразделения L, см. рис. 4.8.

Рисунок 5.8 исследует влияние угла конусности камеры энергоразделе-

ния (а) и ее длины (б) на энергоэффективность вихревой трубы. Видно, что

наибольшую величину холодильного КПД демонстрируют вихревые трубы с

длиной камеры в диапазоне L ≈ 3D...4D ≈ 90...120 мм. Данное наблюдение

хорошо согласуется с экспериментальными результатами, опубликованными

в литературе [129, 187]. Оптимальная величина угла конусности лежит в диа-

пазоне α = 0...4° Причем, увеличение угла до α ≥ 12° приводит к резкому

обрушению холодильного КПД. То же можно сказать относительно отрица-
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тельных значений угла α.

5.2.2. Результаты экспериментальных исследований

Экспериментальная верификация результатов, полученных на основе чис-

ленного моделирования, выполнена при помощи установки, схема которой

показана на рис. 5.9. Она состоит из исследуемого образца двухконтурной

вихревой трубы, винтовой компрессорной станции U37, двух блоков датчи-

ков, двух измерителей расхода, 5 датчиков избыточного давления, 4 датчиков

температуры и системы сбора и обработки данных. Использовались датчи-

ки фирмы “Элемер” со следующими характеристиками: основная относитель-

ная погрешность ±0.25%; выходной сигнал 4...20 мА; быстродействие 100 мс;

предельная длина линия связи - до 10 м. Наименования датчиков и пределы

измеряемой величины сведены в таблицу 5.1. Компрессорная станция обеспе-

чивает абсолютное давление воздуха до 800 кПа при производительности 0.1

кг/c. Данные величины с достаточно большим запасом перекрывают рабочие

параметры исследуемой вихревой трубы, см. таблицу 4.5.

Таблица 5.1
Датчики экспериментальной установки

Обозначение дат-
чика (рис. 5.9)

Наименование датчика Пределы измеряе-
мой величины

ДД1, ДД2 АИР-10L–ДИ–ИК160–
0. . . 160кПа–М20-t0550–B025

0 . . . 160 кПа

ДД3 АИР-10L–ДИ–ИК600–
0. . . 600кПа–М20-t0550–B025

0 . . . 600 кПа

ДД4, ДД5 АИР-10L–ДИ–ИК1М–
0. . . 1МПа–М20-t0550–B025

0 . . . 1000 кПа

ДТ1, ДТ2, ДТ3,
ДТ4

ТСМУ-205Н–PLT–t1070–100М–
(-50...+150)◦C–2–120–d8–0,25

-50...+150 ◦C

Расход газа измерялся на горячем G3 и холодном G4 выходах вихревой

трубы, в то время как расходы в линиях основного G1 и дополнительного
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Рис. 5.9. Принципиальная схема экспериментальной установки: 1 - основной подвод
сжатого воздуха; 2 - подвод дополнительного потока; 3 - отвод горячего потока; 4 - отвод
холодного потока; К - шаровой кран; ДД - датчик давления; ДТ - датчик температуры.

G2 входных потоков вычислялись исходя из баланса (сохранения) массовых

расходов и тепловой энергии:

G1 +G2 = G3 +G4

H1 +H2 = H3 +H4

⇔


G1 =

G3 (T
∗
3 − T ∗

2 ) +G4 (T
∗
4 − T ∗

2 )

T ∗
1 − T ∗

2

G2 =
G3 (T

∗
1 − T ∗

3 ) +G4 (T
∗
1 − T ∗

4 )

T ∗
1 − T ∗

2

(5.9)

где H - энтальпия торможения, а T ∗ - температура торможения.

Измерители массовых расходов горячего и холодного выходов выполне-

ны в виде урезанного сопла Вентури, истечение из которого происходит в

атмосферу, как показано на рис. 5.10. Использовались несколько сменных

сопел с различными диаметрами узкого сечения: d = 12, 15, 17, 20 мм. Это
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позволяло поддерживать достаточно высокую скорость газа на срезе сопла

(до 200...250 м/c) для обеспечения значительного давления в линии непо-

средственно перед соплом и повышения точности его измерения. Давление

на срезе сопла принималось равным атмосферному.

Рис. 5.10. Сопло Вентури в измерителях расхода воздуха

Зная температуру и давления торможения газа в линии перед соплом

Вентури, а также давление на срезе сопла (атмосферное), можно определить

все недостающие термодинамические свойства сжатого воздуха, такие как

его плотность ρ, энтальпию H, а также скорость его истечения V [50, 51,

52, 53]. Для повышения точности определения термодинамических свойств

сжатого воздуха использовалось уравнение состояния реального газа Битти-

Бриджмена [368]:

pv2 = RT

[
v +B0

(
1− b

v

)](
1− c

vT 3

)
− A0

(
1− a

v

)
(5.10)

где R - газовая постоянная; p - абсолютное давление газа; v = 1/ρ - удель-

ный объем газа; T - термодинамическая температура. Эмпирические посто-

янные уравнения для воздуха равны: a = 0.01931; A0 = 1.3012; b = −0.01101;
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B0 = 0.04611; c = 43400. Область применимости данного уравнения для сжа-

того воздуха определяется температурами −145°C < T < +200°C и абсолют-

ными давлениями p < 17.7 МПа. Согласно литературным данным, погреш-

ность уравнения в указанных пределах не превышает 0.2%.

Опрос всех датчиков давления и температуры осуществлялся при помощи

аналогово-цифровых преобразователей (АЦП) фирмы “Элемер”, подключен-

ных к ПК при помощи интерфейса RS232 и протокола MODBUS RTU. Пита-

ние АЦП и всех датчиков осуществлялось при помощи модуля стабилизиро-

ванного напряжения 24 В. Программное обеспечение (ПО) для опроса АЦП

было разработано лично соискателем в среде программирования Lazarus. По-

мимо опроса датчиков, данное ПО осуществляло вычисление массовых рас-

ходов и всех интегральных характеристик вихревой трубы (2.1)–(2.6), а так-

же их запись в текстовый файл. Внешний вид окна данного ПО показан на

рис. 5.11.

Рис. 5.11. Главное окно компьютерной программы для опроса АЦП и обработки
измерений.

Общий вид исследуемой двухконтурной вихревой трубы показан на

рис. 5.12. Данный экспериментальный образец состоит из набора сменных

элементов, которые позволяют вносить изменений в размеры и форму про-

точной части. Диапазон возможного изменения размеров полностью соответ-
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ствует численной модели данной вихревой трубы, описанной в разделе 5.2.1.

выше по тексту. В качестве закручивающего аппарата был использован ше-

стизаходный тангенциальный сопловой ввод. Для регулирования его пропуск-

ной способности (расхода G1) установлен ручной механизм поворота направ-

ляющих лопаток [369], указанный на рис. 5.12. Более подробно устройство

экспериментальной установки, а также оценка прямых и косвенных ошибок

измерения, рассмотрены в диссертации [352].

(а)

(б)

Рис. 5.12. Экспериментальный образец двухконтурной вихревой трубы: (а) общий вид;
(б) фотография.
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Двухконтурный режим работы вихревой трубы (G2 > 0)

Рисунок 5.13(а) показывает влияние диаметров диафрагмы da и соп-

ла ввода дополнительного потока db на холодильный КПД вихревой тру-

бы, работающей в двухконтурном режиме, т.е. при наличии дополнительно-

го потока G2 > 0. Длина камеры энергоразделения выдерживалась равной

L = 9D ≈ 270 мм с углом конусности α = 6° при абсолютном давлении основ-

ного потока воздуха p∗1 ≈ 700 кПа. Дола холодного потока φc варьировалась

за счет изменения расхода дополнительного потока G2. Неопределенность ре-

зультатов измерения показана на графике планками погрешностей.

Из рис. 5.13(а) видно, что наименьшая величина холодильного КПД

была зафиксирована для вихревой трубы, имеющий базовые размеры

da = db = 21 мм. Занижение двух диаметров до da = db = 18 мм приводит к

заметному увеличению энергоэффективности. Однако наилучший результат

был получен для следующего сочетания диаметров: da = 18 мм и db = 21 мм.

Следует подчеркнуть, что результаты экспериментальных измерений хорошо

совпадают с выводами, сделанными на основе серии численных эксперимен-

тов в разделе 5.2.1..

Рисунок 5.13(б) показывает наличие некоторой оптимальной длины ка-

меры энергоразделения вне зависимости от доли холодного потока φc. Она

находится в диапазоне L = 5D...7D ≈ 150...210 мм. В этом случае результа-

ты экспериментальных измерений несколько противоречат численному мо-

делированию (см. рис. 5.8), в котором оптимальная длина камера энерго-

разделения составила L = 3D ≈ 90 мм. Следует также отметить, что пред-

ставленные экспериментальные измерения на рис. 5.13(б) также несколько

отличаются от опубликованных в литературе данных [129, 187]. Это может

быть связано с влиянием неточностей в изготовлении составной камеры энер-

горазделения, состоящей из множества сегментов, как показано на рис. 5.12.

Влияние пропускной способности соплового ввода основного потока (рас-
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(а)

(б)

Рис. 5.13. Экспериментальные зависимости холодильного КПД вихревой трубы от доли
холодного потока ηc = ηc (φc) при различных (а) диаметрах диафрагмы da и сопла ввода

дополнительного потока db, а также (б) длинах камеры энергоразделения L.
Двухконтурный режим работы вихревой трубы при G2 > 0.

ход G1) на энергоэффективность вихревой трубы исследуется на рис. 5.14.

Изменение расхода G1 осуществлялось путем поворота направляющих лопа-

ток ручным механизмом, отмеченным на рис. 5.12(а). Остальные размеры

проточной части вихревой трубы были равны базовым, а абсолютное дав-

ление торможения сжатого воздуха непосредственно перед сопловым вводом

основного потока составляло p∗1 ≈ 700 кПа.

Рисунок 5.14 показывает, что базовая пропускная способность

G1 = 0.03 кг/с соплового ввода основного потока дает относительно невысо-

кую величину холодильного КПД. Увеличение расхода до G1 = 0.036 кг/с не
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Рис. 5.14. Экспериментальные зависимости холодильного КПД вихревой трубы от доли
холодного потока ηc = ηc (φc) при различных расходах основного потока воздуха G1.
Регулирование пропускной способности соплового ввода осуществлялось при помощи

поворота направляющих лопаток, см. рис. 5.12. Двухконтурный режим работы вихревой
трубы при G2 > 0.

сказывается значительным образом на холольном КПД. Однако дальнейшее

увеличение пропускной способности до G1 = 0.04 кг/с дает максимальные

значения холодильного КПД. Еще большее увеличение расхода G1 приводит

к ухудшению характеристик вихревой трубы.

С одной стороны, данный анализ показывает, что пропускная способность

базового варианта соплового ввода основного потока является недостаточной

для вихревой трубы выбранных размеров. Небольшое увеличение межлопа-

точного зазора и, соответственно, критического сечения позволяет улучшить

энергетические показатели вихревой трубы. С другой стороны, увеличение

или уменьшение пропускной способности соплового ввода путем поворота на-

правляющих лопаток не приводит к драматичному обрушению интегральных

характеристик вихревой трубы. Следовательно, данный способ регулирова-

ния производительности может быть использован на практике.
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Разделительный режим работы вихревой трубы (G2 = 0)

После перекрытия крана К2 на схеме 5.9, расход дополнительного потока

становится равным G2 = 0, а вихревая труба переключается в разделитель-

ный режим работы, при котором основной поток сжатого воздуха G1 разде-

ляется на горячий G3 и холодный G4 выходы. Такой режим работы вихревой

трубы является самым распространенным в промышленности и, следователь-

но, важным для исследования.

(а)

(б)

Рис. 5.15. Экспериментальные зависимости холодильного КПД вихревой трубы от доли
холодного потока ηc = ηc (φc) при различных (а) диаметрах диафрагмы da и (б) длинах

камеры энергоразделения L. Разделительный режим работы вихревой трубы при G2 = 0.

На рис. 5.15(а) исследуется влияние диаметра диафрагмы da на холодиль-

ный КПД вихревой трубы. Длина камеры энергоразделения была установле-
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на равной L = 9D ≈ 270 мм, угол ее конусности α = 6°, массовый расход че-

рез сопловой ввод основного потока поддерживался равным G1 = 0.042 кг/с

при его абсолютном давлении торможения p∗1 ≈ 700 кПа. Графики показыва-

ют, что разделительный режим работы вихревой трубы требует относительно

большого диаметра диафрагмы da = 21 мм для обеспечения высокой величи-

ны холодильного КПД.

Рис. 5.16. Экспериментальные зависимости холодильного КПД вихревой трубы от доли
холодного потока ηc = ηc (φc) при различных расходах основного потока воздуха G1.
Регулирование пропускной способности соплового ввода осуществлялось при помощи

поворота направляющих лопаток, см. рис. 5.12. Разделительный режим работы вихревой
трубы при G2 = 0.

На рис. 5.15(б) исследуется влияние длины камеры энерноразделе-

ния на холодильный КПД вихревой трубы. Графики показывают, что

длина L = 9D ≈ 270 мм приводит к достаточно высоким энергетическим

показателям. Однако небольшое уменьшение данной длины вплоть до

L = 6D ≈ 180 мм не вызывает заметного падения КПД, а даже напротив,

вызывает его некоторый рост. Данный вывод хорошо согласуется с двух-

контурным режимом работы вихревой трубы, показанном на рис. 5.13(б).

Уменьшение длины до L < 6D вызывает падение холодильного КПД. В

целом, можно заключить, что существующие в литературе рекомендации
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[125, 126, 127, 128, 129] по выбору длины L для конических разделительных

вихревых труб (девять диаметров D) хорошо согласуются с результатами

представленных экспериментальных исследований.

Влияние пропускной способности соплового аппарата на энергоэффектив-

ность вихревой трубы представлено на рис. 5.16. Как и в случае с двухкон-

турным режимом работы, повышение расхода до G1 ≈ 0.042 кг/с приводит к

росту холодильного КПД.

Представленные результаты экспериментальных исследований говорят о

том, что рекомендуемые размеры проточной части вихревой трубы слабо за-

висят от режима ее работы: двухконтурного или разделительного. Исключе-

нием является диаметр диафрагмы, который следует уменьшить на 14...15%

для двухконтурного режима работы вихревой трубы. Также была установле-

на необходимость повышения пропускной способности основного соплового

ввода на 40% по сравнению с базовой величиной, т.е. с G1 = 0.03 кг/с до

G1 = 0.042 кг/с. Общее увеличение холодильного КПД двухконтурной вих-

ревой трубы после внесения указанных модификаций составило примерно

2...3%.

5.3. Усовершенствование отдельных узлов вихревой трубы

Как показано в разделах выше, форма, размеры и конфигурация камеры

энергоразделения значительным образом влияют на эффект Ранка-Хилша

и, соответственно, на интегральные характеристики вихревой трубы. Одна-

ко кроме этого существенную роль играют узлы и детали, расположенные

непосредственно перед камерой энергоразделения или за ней. Эти узлы отве-

чаю за формирование высокоскоростного вихревого течения газа, а также за

его торможение на выходе из вихревой трубы. Неэффективная организация

данных процессов может привести к большим необратимым потерям энер-

гии и нагреву газа. Среди важных узлов вихревой трубы следует выделить
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сопловой ввод [370], развихритель холодного потока [371], а также диффузор

горячего потока [163, 164, 187]. В настоящем разделе представлены результа-

ты детального исследования каждого из перечисленных узлов.

5.3.1. Принципиально новый тип соплового ввода

Течение в сверхзвуковом сопловом вводе Эффект энергоразделения

Ранка-Хилша может быть усилен путем повышения давления газа на вхо-

да в вихревую трубы. Это дает возможность разогнать газ до более высоких

скоростей, тем самым увеличивая градиенты давления и температур в каме-

ре энергоразделения, а это, в свою очередь, усиливает тепловые потоки qσ, qλ

и qγ в уравнении энергии (2.26). Однако такой подход работает для умерен-

ных давлений, при которых возникает дозвуковое течение газа. Эффектив-

ное повышение давления до больших величин требует разработки соплового

аппарата нового типа, имеющего как сужающуюся, так и расширяющуюся

проточную часть, аналогично соплу Лаваля.

Рис. 5.17. Схема проточной части двухконтурной вихревой трубы со стандартным
дозвуковым сопловым аппаратом (аналогично рис. 4.8): 1 - стандартный шестизаходный
дозвуковой сопловой ввод; 2 - камера энергоразделения; 3 - диффузор холодного потока.

Устройство стандартного дозвукового соплового аппарата схематично
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изображено на рис. 5.17. Каждый из шести показанных межлопаточных ка-

налов имеет плавно сужающуюся форму, что позволяет практически изоэн-

тропно ускорить газовый поток до звуковой скорости a =
√
∂p/∂ρ|s в кри-

тическом сечении Γa. Давление сжатого воздуха при таком ускорении падает

примерно в два раза по сравнению с его начальным давлением торможения

p∗1. В том случае, если абсолютное давление торможения на входе в вихре-

вую трубу p∗1 ≥ 400 кПа, возникает возможность разгона газа до сверхзвуко-

вых скоростей. При использовании стандартного соплового ввода, переход на

сверхзвуковую скорость происходит бесконтрольно уже за сопловым вводом

(в камере энергоразделения), что нельзя считать эффективным. Это подтвер-

ждается обратно пропорциональной зависимостью КПД вихревой трубы от

давления входного газа согласно [127, 159].

Рис. 5.18. Двухконтурная вихревая труба со сверхзвуковым сопловым вводом нового
типа.

Для преодоления указанных недостатков был предложен и запатентован

[369] сверхзвуковой сопловой ввод нового типа, схематично показанный на

рис. 5.18. Он включает в себя две основные особенности (модификации):
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• Проходя по сужающимся межлопаточным каналам газовый поток оста-

ется в дозвуковом режиме течения. Далее он попадает во входное се-

чение Γin новой сверхзвуковой части, в которой происходит ускорение

до звуковой скорости в критическом сечении Γa. За этим сечением име-

ется расширяющаяся часть канала (аналогично соплу Лаваля), прохо-

дя по которой газовый поток разгоняется до сверхзвуковых скоростей

на выходе в сечении Γout. Главное отличие данного соплового ввода

от классического сопла Лаваля заключается в наличии вращающей-

ся компоненты скорости Vτ дополнительно к продольной компоненте

Vξ, см. рис. 5.18. В таком случае ускорение газа происходит не толь-

ко за счет варьирования площадью проходного сечения Γ, но и за счет

уменьшения радиуса вращения.

• Геометрия новой сверхзвуковой части соплового ввода формируется до-

статочно простым для изготовления способом, а именно тремя размера-

ми: диаметром Db и радиусами r1 и r2, см. рис. 5.18. Дополнительно к

ускорению газа, такой способ формирования проточной части позволяет

повернуть вращающийся газовый поток в осевом направлении камеры

энергоразделения. Таким образом осуществляется расчетное формиро-

вание не только скорости, но и направления течения.

Предварительный расчет при помощи квазиодномерной газодина-

мической модели

Правильный выбор новых размеров соплового ввода Db, r1 и r2 требует

применения упрощенной одномерной газодинамической модели, сформулиро-

ванной в криволинейной системе координат ξ − τ , отмеченной на рис. 5.18.

Одна из особенностей рассматриваемого течения газа заключается в том,

что продольная компонента скорости Vξ полностью определяется расходом
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газа G1. То есть, для входного сечения Γin = Γ (ξ = 0) можно записать:

Vξ|ξ=0 =
G1

ρξ=0Γξ=0
, (5.11)

Основываясь на результатах экспериментальных наблюдений [164, 178] мож-

но заключить, что тангенциальная (вращательная) компонента скорости бу-

дет близко соответствовать потенциальному вихрю, т.е. она будет обратно

пропорциональна радиальной координате r:

dVτ
dr

= −Vτ
r

(5.12)

В этом случае, модуль полной скорости будет определяться суммой двух ком-

понент:

|V| =
√
V 2
τ + V 2

ξ (5.13)

Кроме того, в рассмотрение требуется ввести параметры торможения газа

(температуру и давление), а также скорость звука, зависящую от локальной

температуры газа:

T ∗ = T +
|V |2

2cp
(5.14)

p∗ = p

(
T ∗

T

)γ/(γ−1)

(5.15)

a =

√
∂p

∂ρ

∣∣∣∣
s=const

=
√
γRT (5.16)

Коэффициенты теплоемкости, вязкости и теплопроводности, газовая посто-

янная и показатель адиабаты для воздуха даны выше по тексту (4.1).

В рассматриваемой постановке задачи, уравнения неразрывности, сохра-

нения количества движения (уравнение Бернулли), сохранения энергии, а

также уравнение адиабаты, запишутся следующим образом [50, 51, 52, 53]:
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

ρΓVξ = const

dp

ρ
+ d

(
|V |2

2

)
= 0

dH = 0

p/ργ = const

(5.17)

где dH = cpdT
∗ - полный дифференциал энтальпии торможения. Дифферен-

цирование уравнения неразрывности и предположение о полной независимо-

сти компонент скорости Vξ и Vτ друг от друга позволяет получить оконча-

тельную форму уравнений для квазиодномерного течения:

dρ

ρ
+
dΓ

Γ
+
dVξ
Vξ

= 0

dVξ
Vξ

(
V 2
ξ − a2

a2

)
+
Vτ
a2
dVτ =

dΓ

Γ

dp

p
= γ

dρ

ρ

p = ρRT

(5.18)

Данная система уравнений должна быть дополнена функциональной зависи-

мостью площади поперечного сечения от продольной координаты Γ = Γ (ξ),

которая определяется соотношением радиусов r1 и r2, а также диаметром Db,

как показано на рис. 5.18.

Высокие скорости газа могут приводить к отклонению течения от изо-

энтропного из-за ощутимых потерь давления на трение. Исходя из этого,

численное решение системы уравнений (5.18) требуется откорректировать ис-

пользуя формулу Дарси-Вейсбаха [372]:
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
dploss = ζ

dξ

DH

ρ |V |2

2

ζ =
0.316

Re1/4

Re =
ρ |V |DH

µ

(5.19)

где dploss - потери давления на трение при прохождении газом расстояния dξ,

DH = 4Γ/Π - гидравлический диаметр, Π - смоченный периметр. Поправку

на потери давления dploss необходимо вносить в численное решение системы

(5.18) на каждом шаге интегрирования с помощью следующих уравнений:

dρ =
ρ

γp
dploss

dVξ = −Vξ
(
dρ

ρ
+
dΓ

Γ

)
dVτ = −

√
V 2
ξ + V 2

τ

ρVτ
dploss −

Vξ
Vτ
dVξ

(5.20)

Интегрирование уравнений (5.18)–(5.20) вдоль координаты ξ осуществ-

лялось методом Эйлера первого порядка точности [373, 374] с шагом инте-

грирования ∆ξ = ξout/512 ∼ 10−2 mm. Уменьшение шага интегрирования, а

также использование численных алгоритмов более высокого порядка, не при-

водило к измерению результатов. В рамках настоящего исследования, целью

применения квазиодномерной модели (5.18)–(5.20) было нахождение такого

сочетания размеров Db, r1 и r2, при котором наблюдается плавное ускорение

сжатого газа до сверхзвуковых скоростей без локальных понижений скоро-

сти.

Для дальнейшего применения модели (5.18)–(5.20) предположим, что на

выходе из межлопаточных каналов, т.е. в сечении Γin на рис. 5.18, газо-

вый поток достигает дозвуковой скорости |V | = 230 м/с ≈ 0.7a. Принимают-

ся следующие параметры торможения потока: T ∗ = 300 К, p∗ = 400 кПа. В

соответствии с результатами численных и экспериментальных исследований,



225

представленных выше по тексту, пропускная способность соплового ввода

должна варьироваться в диапазоне G1 ≈ 0.03...0.04 кг/с. Для указанных ис-

ходных данных были подобраны следующие размеры сверхзвуковой части

соплового ввода:

Db = 37 мм r1 = 2.5 мм r2 = 5 мм (5.21)

(а) (б)

(в)

Рис. 5.19. Решение квазиодномерной численной модели (5.18)–(5.20): (а) зависимость
площади проходного сечения от продольной координаты Γ = Γ (ξ) для размеров

соплового ввода (5.21); (б) зависимость полной скорости течения |V |, а также скорости
звука a от продольной координаты ξ; (в) распределение давления и температуры вдоль

координаты ξ. Индексом 1D отмечено решение модели (5.18)–(5.20), в то время как
индекс 3D указывает на верификацию результатов с применением трехмерной модели
(2.26). Вертикальная пунктирная линия указывает на положение критического сечения

Γa, имеющего наименьшую площадь, как показано на рис. 5.18.

Расчетное распределение газодинамических параметров вдоль координа-
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ты ξ в пределах сверхзвуковой части соплового ввода (см. рис. 5.18) пока-

зано на рис. 5.19. Индексом 1D отмечено решение квазиодномерной модели

(5.18)–(5.20), а индексом 3D - решение полной трехмерной численной модели,

используемой для верификации результатов (обсуждается ниже по тексту).

Подрисунок (а) показывает плавное уменьшение площади проходного сече-

ния сверхзвуковой части соплового ввода вплоть до координаты ξ ≈ 4 мм. В

окрестности этой координаты ожидается достижение течением скорости зву-

ка. Последующее расширение канала для ξ > 4 мм должно вызвать переход

течения на сверхзвуковой режим.

Рисунок 5.19(б, синяя штрихпунктирная линия) говорит о плавном по-

вышении скорости потока от 250 м/с до звуковой скорости a в окрестности

критического сечения (ξ ≈ 4 мм). Более того, за критическим сечением ско-

рость потока продолжает плавно увеличиваться, что говорит о правильности

выбора размеров соплового ввода. Следует отметить падение величины ско-

рости звука a (5.16) в результате снижения статической температуры газа

T . Подрисунок (в) говорит о плавном снижении статической температуры

и давления газа в результате его ускорения, а также из-за потерь давления

(5.19). Отмечается падение статического давления более чем в два раза по

сравнению с исходным давлением торможения, т.е. p (ξ = 6.5) < 0.5p∗1. Это

говорит о сверхзвуковом режиме течения газа на выходе из соплового ввода.

Верификация результатов при помощи трехмерной модели течения

газа

Для верификации полученного численного решения уравнений (5.18)–

(5.20) требуется использовать полную модель трехмерного турбулентного те-

чения газа в вихревой трубе (2.26). Параметры модели подробно обсуждаются

в разделе 4.2..
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Рисунок 5.20 показывает расчетное распределение числа Маха

Ma =
|V |
a

(5.22)

по проточной части двухконтурной вихревой трубы с установленным стан-

дартным дозвуковым сопловым вводом (см. рис. 5.17). Видно, что поток газа

ускоряется до звуковой скорости (Ma = 1) на выходе из сужающихся меж-

лопаточных каналов. Вследствие того, что звуковой поток газа оказывается

недорасширенным, происходит неконтролируемый переход на сверхзвуковой

режим течения уже за сопловым вводом непосредственно в камере энергораз-

деления. Это приводит к формированию шести зон высоких скоростей, от-

четливо видимых на рис. 5.20. Область камеры энергоразделения, в которой

сохраняется сверхзвуковой режим течения обозначена на рисунка длиной Ls.

В случае стандартного соплового ввода данная длина составила Ls ≈ 0.4D.

Рис. 5.20. Распределение числа Маха (5.22) по проточной части двухконтурной вихревой
трубы с установленным стандартным дозвуковым сопловым вводом. Граница Ma = 1

отмечена сплошной линией.

Установка сверхзвукового соплового ввода с выбранными размерами

(5.21) формирует равномерное осесимметричное течение с плавным перехо-

дом с дозвукового на сверхзвуковой режим, что хорошо видно на рис. 5.21.

В связи с тем, что данные переход происходит внутри соплового ввода кон-

тролируемым образом, ожидается уменьшение необратимых потерь энергии.

В результате, область сверхзвуковых скоростей внутри камеры энергоразде-
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ления сохраняется на большем расстоянии Ls ≈ 0.55D, что примерно на 38%

больше по сравнению со случаем использования дозвукового ввода.

Рис. 5.21. Распределение числа Маха (5.22) по проточной части двухконтурной вихревой
трубы с установленным сверхзвуковым сопловым вводом: Db = 37 мм.

Можно отметить, что фактическое трехмерное течение газа в сверхзвуко-

вой части соплового ввода существенно отличается от решения упрощенной

квазиодномерной модели (5.18)–(5.20), как видно из рис. 5.19 (б) и (в). Это

связано, прежде всего, с влиянием течения в камере энергоразделения, не

учтенного в квазиодномерной модели. Также это можно связать с расслое-

нием газодинамических параметров по поперечным сечениям Γ, что не учи-

тывается в упрощенной одномерной постановке. Таким образом, уравнения

(5.18)–(5.20) могут быть использованы только для предварительных расчетов

с последующей верификацией.

Интересный феномен возникает в том случае, если размеры сверхзвуково-

го соплового ввода выбраны неверно. В качестве примера, рис. 5.22 показы-

вает течение в вихревой трубе для случая завышенного диаметра Db = 42 мм

(по сравнению с Db = 37 мм на рис. 5.21). Вместо плавного роста скорости

наблюдается крайне нестационарное несимметричное течение. Число Маха

в некоторых областях подскакивает до Ma > 1.8, в то время как в других

частях оно падает ниже единицы (Ma < 1). Подобное явление (срыв потока

со скачком уплотнения) можно наблюдать в классическом сопле Лаваля с

перерасширенной площадью выходного сечения.
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Рис. 5.22. Течение в сверхзвуковом сопловом вводе с неверно выбранными размерами:
Db = 42 мм.

Рис. 5.23. Сравнение интегральных характеристик двухконтурной вихревой трубы с

установленными стандартным и сверхзвуковым сопловыми вводами: (а) степень

понижения температуры (2.1); (б) холодильный КПД (2.6).
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Интегральные характеристики ∆Tc (φc) и ηc (φc) двухконтурной вихревой

трубы с разными сопловыми аппаратами показаны на рис. 5.23. Видно, что

более эффективных разгон газа при помощи нового сверхзвукового соплового

ввода приводит к некоторому росту энергоэффективности вихревой трубы.

А именно, замена стандартного соплового ввода на сверхзвуковой приводит

к падению температуры холодного потока примерно на 5°C, а также росту

холодильного КПД вихревой трубы примерно на 1%.

Следует подчеркнуть, что запас давления в рассматриваемом случае

(p∗1 = 400 кПа) является относительно небольшим, что не позволяет перей-

ти в область больших чисел Маха (Ma > 2...3). С повышением давления p∗1
ожидается значительный рост чисел Маха и еще больший рост энергоэффек-

тивности вихревой трубы со сверхзвуковым сопловым вводом по сравнению

со стандартной трубой.

Фотография экспериментального образца соплового ввода нового типа по-

казана на рис. 5.24. Принцип действия и конструкция соплового ввода защи-

щены патентом РФ на изобретение [369].

Рис. 5.24. Фотография экспериментального образца соплового ввода нового типа [369]
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5.3.2. Развихритель холодного потока

Скорость газа, формирующего холодный поток вихревой трубы, в сечении

диафрагмы достигает значительных околозвуковых или даже сверхзвуковых

величин. Для выхода этого потока в атмосферу или в трубопровод требуется

понизить скорость газа. Для этого в настоящее время применяют диффу-

зор, в котором происходит плавное увеличение площади проходного сечения.

В работах [371, 375] было установлено, что геометрия диффузора холодно-

го потока существенным образов влияет на характеристики вихревой тру-

бы. Неэффективное торможение холодного потока приводит к завышенным

потерям давления в диффузоре и, соответственно, к понижению полезного

перепада давления на вихревой трубе.

Неэффективность классического диффузора в процессе торможения хо-

лодного потока газа может быть связана с наличием высокой тангенциаль-

ной (вращательной) компоненты скорости. Расширение поперечного сечения

не может прямым образом повлиять на данную компоненту. Очевидно, что в

классическом диффузоре гашение тангенциальной скорости осуществляется,

в том числе, посредством трения газа о стенки диффузора приводя к потери

этой части кинетической энергии. Можно предположить, что выпрямление

потока перед диффузором при помощи специального лопаточного аппара-

та (развихрителя) [376] должно повысить эффективность торможения газа и

улучшить характеристики вихревой трубы.

В настоящем исследовании рассмотрены три различных конфигурации

лопаточного развихрителя холодного потока вихревой трубы, показанные на

рис. 5.25 и обозначенные номерами 1, 2 и 3. Известно, что распределение тан-

генциальной скорости в сечении диафрагмы вихревой трубы близко к линей-

ному [125, 126, 127, 128, 129, 130], а вращение газа в приосевой зоне (центре)

практически отсутствует. Исходя из этого, в первом случае лопатки распо-

лагаются только на внешней части течения, а центральная часть заполнена
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Рис. 5.25. Схема расположения развихрителя холодного потока вихревой трубы.
Исследуемые конфигурации развихрителя обозначены номерами 1,2 и 3.

обтекателем. Напротив, в развихрителе №2 лопатки лопатки заполняют все

проходное сечение. Развихритель №3, в отличие от №1, пропускает централь-

ную часть потока через себя без воздействия на нее. Это позволяет сохранить

осевую скорость этой части потока с учетом того, что тангенциальная ско-

рость невысока.

Разделительная коническая вихревая труба, рассмотренная в разделе 4.1.,

использовалась в качестве базовой конфигурации проточной части. Размеры

вихревой трубы и граничные условия сведены в таблицы 4.1 и 4.2. Влияние

развихрителей различной конфигурации на энергетические характеристики

вихревой трубы исследовалось при помощи численной модели (2.26). Пара-

метры модели и расчетных сеток подробно обсуждаются в разделе 4.1..

Рисунок 5.26(а) показывает распределение скорости по продольному раз-

резу диффузора холодного потока для базовой (начальной) конфигурации,

т.е. в отсутствии какого-либо развихрителя холодного потока. Видно, что ско-

рости достигают значительных величин и превышают 250 м/с. Большие тан-

генциальные скорости вызывают действие центробежных сил, что приводит
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к падению давления в приосевой части диффузора ниже давления окружа-

ющей среды. В результате возникает подсос газа в центр диффузора и круп-

номасштабная циркуляционная зона, отчетливо изображенная на рисунке.

В свою очередь, выход охлажденного газа из вихревой трубы осуществля-

ется только по внешней части поперечного сечения диффузора. Очевидно,

подобная организация течения является неэффективной и может вызывать

большие необратимые потери давления.

Рис. 5.26. Расчетное распределение (а,б,в) модуля скорости |V | и (г,д,е) кинетической
энергии турбулентности k по продольному сечению развихрителей различной

конфигурации в соответствии с рис. 5.25.

Из рис. 5.26(б) видно, что развихритель №1 существенным образом умень-

шает модуль скорости за счет снижения тангенциальной компоненты. Это

приводит к очевидному уменьшению циркуляционной зоны. Более того, раз-

вихритель №2 (подрисунок в) еще больше смягчает течение и полностью ис-

ключает циркуляционную зону приводя к равномерному распределению ско-
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рости в каждом поперечном сечении. При этом, модуль скорости падает до

величин |V | < 150 м/с. Развихритель №2 также позволяет практически пол-

ностью остановить вращение потока.

На рис. 5.26 (г), (д) и (е) исследуется распределение кинетической энергии

турбулентности k в каждом из рассмотренных развихрителей. Наибольшая

турбулизация течения обнаружена в том случае, когда лопаточный развих-

ритель полностью отсутствует. Установка развихрителей №1 и 2 вызывает

драматическое падение энергии турбулентности, что особенно выражено в

случае развихрителя №2. Принимая во внимание непосредственное влияние

энергии k на турбулентную вязкость µt согласно (2.26), можно ожидать со-

ответствующее снижение необратимых потерь энергии как в случае исполь-

зования развихрителя №1, так и №2.

Рис. 5.27. Вторичная вихревая структура, наблюдаемая в диффузоре холодного потока
за установленным развихрителем №3.

Несмотря на то, что тангенциальные скорости в приосевой части течения

достаточно малы и не требуют снижения, развихритель №3 не показал хоро-

ших результатов. Однако он обнаружил интересное физическое явление. Его

установка привела к дестабилизации потока газа. В центральной части диф-

фузора, в которой наблюдались возвратные течения, образовалась вторичная

вихревая структура, показанная линиями тока на рис. 5.27. Дестабилизация

течения привела к его еще большей турбулизации, что негативным образом

сказалось на характеристики вихревой трубы.

Зависимость холодильного КПД вихревой трубы (2.6) от доли холодного
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потока (2.3) ηc = ηc (φc) исследуется на рис. 5.28(а). Как ожидалось, установ-

ка развихрителя №3 заметно снизила энегоэффективность вихревой трубы,

что связано с дестабилизацией течения. Наибольший прирост холодильно-

го КПД по сравнению с базовой (начальной) конфигурацией вихревой тру-

бы был обнаружен при установке развихрителя №2. Величина холодильного

КПД увеличилась примерно на 1...2% (с ηc ≈ 0.11 до ηc ≈ 0.125).

Рис. 5.28. Зависимость (а) холодильного КПД ηc вихревых труб с различными
развихрителями от доли холодного потока φc. Зависимость (б) газодинамических

параметров, осредненных по сечению диафрагмы, от типа установленного развихрителя.

Среднеинтегральные значения статического давления p, давления тормо-

жения p∗ и модуля скорости |V | в сечении диафрагмы при использовании

развихрителей различной конфигурации (см. рис. 5.25 и 4.1) представлены на

рис. 5.28(б). Диаграмма показывает, что скорость |V | в сечении диафрагмы,

т.е. непосредственно перед развихрителем и диффузором холодного потока,
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остается неизменной для всех рассмотренных случаев. Использование наибо-

лее эффективного развихрителя №2 приводит к заметному падению давлений

p и p∗ в сечении диафрагмы. Этим повышается полезный перепад давления

на вихревой трубе, используемый в процессе энергоразделения Ранка-Хилша,

что объясняет повышение энергоэффективности вихревой трубы при исполь-

зовании развихрителя №2.

Напротив, развихритель №3 вызывает рост давлений p и p∗ в сечении диа-

фрагмы и соответствующее уменьшение полезного перепада давления, что

также хорошо согласуется с рис. 5.28(а). Развихритель №1 занимает некото-

рое промежуточное положение.

Следует подчеркнуть, что выбранные размеры и форма использованных

развихрителей являются предварительными, выбранными на основе инже-

нерных оценок. Исходя из этого, можно предположить наличие некоторого

резерва для еще более значительного повышения энергоэффективности вих-

ревой трубы после тщательной оптимизации развихрителя №2.

5.3.3. Диффузор горячего потока

В отличие от холодного потока вихревой трубы, имеющего высокую ско-

рость в сечении диафрагмы, горячий поток выводится из камеры энергораз-

деления с противоположной стороны и имеет значительно меньшие скорость.

Поэтому, его эффективное торможения представляет более простую задачу.

В двухконтурной вихревой трубе торможение горячего потока осуществля-

ется при помощи радиального щелевого диффузора [129, 187, 197, 198]. Ос-

новным параметром данного диффузора является зазор δ, как показано на

рис. 5.29 и 2.4.

В настоящем разделе используется численная модель (2.26) для исследо-

вания влияния зазора δ на характеристики двухконтурной вихревой трубы.

Параметры численной модели детально обсуждаются в разделе 4.2..
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Рис. 5.29. Схема двухконтурной вихревой трубы со щелевым диффузором горячего
потока размером δ [129], см. также рис. 2.4.

Рис. 5.30. Зависимость холодильного КПД ηc двухконтурной вихревой трубы от доли

холодного потока φc при различных размерах щели диффузора горячего потока δ

(см. рис. 5.29).

На рис. 5.30 показаны расчетные величины холодильного КПД ηc вих-

ревой трубы в размером щелевого диффузора, варьируемым в диапазоне

δ = [0.5, 2] мм. Несмотря на исходные предположения, расчеты показали сла-

бое влияние зазора δ на энергоэффективность вихревой трубы. Тем не менее,

выбор малого размера δ = 0.5 мм дал некоторое повышение холодильного
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КПД по сравнению с большим зазором δ > 0.5 мм. Согласно графикам на

рис. 5.30, повышение КПД составило примерно 0.5%.

Рис. 5.31. Расчетная картина течения газа (векторное поле скоростей) в радиальном
щелевом диффузоре с размером δ = 2.5 мм.

Рисунок 5.31 показывает расчетную картину течения в радиальном ще-

левом диффузоре с размером δ = 2.5 мм. Видно, что на выходе из камеры

энергоразделения горячий поток газа имеет достаточно большую тангенци-

альную (вращательную) компоненту скорости на уровне 300 м/с. По мере

продвижения вдоль щелевого диффузора, радиус вращения линейно увели-

чивается вызывая соответствующее затухание вращения газа. Также вклад

вносит торможение газа о стенки диффузора. В результате, на выходе из

диффузора скорость горячего потока газа падает ниже 40 м/с.

5.4. Промышленная верификация результатов исследования

На основании результатов исследований, представленных в настоящей

диссертации, была разработана линейка вихревых труб, имеющих повышен-

ную энергетическую эффективность. Данные вихревые трубы являются со-
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ставными частями установок, предназначенных для выполнения различных

задач в промышленности. Проектирование как вихревых труб, так и устано-

вок на их основе, выло выполнено в конструкторском бюро ООО “КБ “ЧКЗ-

ЮГСОН”, а также в АО “КЭНПО”.

5.4.1. Вихревые воздушные теплогенераторы

Данный класс вихревых труб предназначен для использования в качестве

источника горячего воздуха. Принцип работы заключается в следующем: на-

гретый в процессе сжатия в компрессоре сжатый воздух, минуя конечный хо-

лодильник, подается на вход вихревой трубы. В процессе энергоразделения

температура части воздуха, покидающего вихревую трубу в виде горячего

потока, поднимается до +80...+ 210°C. Далее полученный горячий воздух

используется для отогревания и размораживания элементов трубопроводов,

запорно-регулирующей арматуры, различных поверхностей, отопления про-

изводственных и бытовых помещений и т.п.

Таблица 5.2
Измеренные на испытаниях характеристики разработанных и

изготовленных вихревых теплогенераторов малого типоразмера

ВТ 3-6 ВТ 5-90
Избыточное давление воздуха на входе, МПа 0.6 0.6
Расход воздуха на входе, нм3/мин 0.3 1.5
Масса вихревой трубы, кг 0.4 1.4
Доля холодного потока φc 0.6 0.6
Изоэнтропный КПД ηs 0.3 0.36
Температура воздуха на входе, °C +20 +60
Температура горячего потока, °C +75 +135
Температура холодного потока, °C -18 +8.1

Различные вихревые терплогенераторы отличаются типоразмером и, со-

ответственно, пропускной способностью (производительностью горячего воз-

духа). В таблицу 5.2 сведены измеренные на испытаниях технические харак-
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Таблица 5.3
Измеренные на испытаниях характеристики разработанных и

изготовленных вихревых теплогенераторов среднего типоразмера

ВТ 30Р РЕСШ.4414
Избыточное давление воздуха на входе, МПа 0.5 0.65
Расход воздуха на входе, нм3/мин 5 14
Масса вихревой трубы, кг 10.3 46
Доля холодного потока φc 0.53 0.6 0.3 0.75
Изоэнтропный КПД ηs 0.45 0.41 0.53 0.24
Температура воздуха на входе, °C +59 +62 +64 +71
Температура горячего потока, °C +127 +145 +97 +187
Температура холодного потока, °C -1 +7 -14 +34

теристики двух вихревых труб малого типоразмера. В таблице 5.3 приведены

измеренные характеристики вихревых труб среднего типоразмера.

(а)

(в)

(б)

Рис. 5.32. Фотографии опытных образцов вихревых труб, сделанные на

заводе-изготовителе: (а) ВТ 30Р и (б, в) РЕСШ.4414.
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Фотографии опытных образцов вихревых труб ВТ 30Р и РЕСШ.4414 по-

казаны на рис. 5.32. Измеренные на заводе-изготовителе характеристики дан-

ных вихревых труб приведены на графиках рис. 5.33. Из графиков следу-

ет, что изоэнтропный КПД промышленных образцов вихревых труб в ре-

жиме наибольшей холодопроизводительности (при доле холодного потока

φc ≈ 0.6) составил ηs ≈ 0.4...0.41. Также графики показывают, что измене-

ние доли холодного потока в диапазоне 0.3 ≤ φc ≤ 0.8 позволяет варьиро-

вать температурой горячего потока вихревой трубы РЕСШ.4414 в диапазоне

+100°C ≤ Th ≤ +200°C.

Рис. 5.33. Измеренные на заводе-изготовителе характеристики промышленных образцов

вихревых труб ВТ 30Р и РЕСШ.4414: (а) зависимость изоэнтропного КПД ηs от доли

холодного потока φc; (б) зависимость температуры горячего воздуха Th от доли

холодного потока φc.
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5.4.2. Вихревые холодогенераторы для установок утилизации по-

путного нефтяного газа

Установки на базе данных вихревых труб предназначены для сепарации

попутного нефтяного газа (ПНГ) на фракции. Принцип работы установок

сепарации ПНГ заключается в вымораживании влаги и высококипящих уг-

леводородов. В результате на выход из установки поступает очищенный газ с

высокой концентрацией метана. Основным источником холода является вих-

ревая труба.

Основная особенность технологического процесса сепарации ПНГ заклю-

чается в переменной производительности установки. В этой ситуации для

минимизации потери эффективности охлаждения газа в вихревой трубе ис-

пользуется регулируемый сопловой закручивающий аппарат.

Технические характеристики разработанных и изготовленных промыш-

ленных образцов вихревых труб сведены в таблицы 5.4 и 5.5. Фотография

образца вихревой трубы ВТ 30-50 с места ее эксплуатации представлена на

рис. 5.34.

Таблица 5.4
Измеренные на испытаниях характеристики разработанных и

изготовленных вихревых труб для установок сепарации попутного
нефтяного газа (ПНГ)

ВТ 30-50 ДВТР 40-9000 ВТ 63Р
Избыточное давление газа на входе,
МПа

3 4 2.5...5

Масса вихревой трубы, кг 0.6 138 133
Доля холодного потока φc 0.6 0.6 0.6
Изоэнтропный КПД ηs 0.3 0.3 0.36
Температура газа на входе, °C -25...+22 +22 -24...-6
Температура горячего потока, °C +20...+70 +110 +3...+27
Температура холодного потока, °C -65...-18 -18 -55...-40



243

Таблица 5.5
Результаты испытания опытного образца вихревой трубы ДВРТ 40-9000

Степень открытия соплового ввода, % 1 20 40 60 80 100
Давление на входе, МПа 10 10 10,5 10 10 10
Температура на входе, °C 16 16 16 16 16 16
Температура горячего потока, °C 60 78 86 90 93 86
Температура холодного потока, °C -25 -23 -24 -27 -28 -21
Доля холодного потока φc 0.59 0.61 0.64 0.63 0.64 0.65
Изоэнтропный КПД ηs 0.28 0.27 0.28 0.3 0.28 0.26

Рис. 5.34. Фотография образца разделительной вихревой трубы ВТ 30-50 с места ее

эксплуатации.

5.5. Выводы по главе

1. Метод минимизации генерации энтропии был использован для иссле-

дования необратимых потерь энергии в вихревом течении газа и ана-

лиза существующих резервов повышения энергоэффективности вихре-

вых труб. Распределение вычисленных полей порождения энтропии по-

казало существование паразитной зоны в центральной части камеры

энергоразделения, которая не участвует в эффекте энергоразделения

Ранка-Хилша или вносит в него отрицательный вклад. Было сделано
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предположение о необходимости уменьшения диаметров диафрагмы da

и сопла ввода дополнительного потока db для исключения данной па-

разитной зоны.

2. Серия вычислительных экспериментов была выполнена на высокопро-

изводительном кластере “УРАН” Уральского отделения РАН с целью

проведения параметрического анализа влияния размеров камеры энер-

горазеделния на характеристики вихревых труб. Было найдено под-

тверждение необходимости уменьшения диаметра диафрагмы и сопла

ввода дополнительного потока до da = db ≈ 18...19 мм. Более того, од-

новременное уменьшение диаметра всей камеры энергоразделения до

D = 25...27 мм усиливает эффект и приводит к общему росту холодиль-

ного КПД вихревой трубы примерно на 2...3%. Также параметрический

анализ показал необходимость выдерживания длины камеры энергораз-

деления равной L = 3D...6D и угла ее конусности α = 0°...4°.

3. Была создана экспериментальная установка для исследования двухкон-

турной и разделительной вихревой трубы с целью верификация ос-

новных положений, найденных при помощи вычислительных экспери-

ментов. Измерения подтвердили необходимость уменьшения диаметров

диафрагмы и сопла ввода дополнительного потока до da = db ≈ 18 мм.

Также установлено, что повышения холодильного КПД можно достичь

путем увеличения пропускной способности основного соплового ввода

с базовой величины G1 = 0.03 кг/с до G1 ≈ 0.04 кг/с (то есть, пример-

но на 30%). Таким образом, применение регулируемого соплового вво-

да переменной пропускной способности может оказать положительное

влияние на эффективность вихревой трубы.

4. Предложен и запатентовал [369] принципиально новый тип соплового

ввода вихревой трубы, позволяющий повысить ее эффективность при

работе на больших перепадах давления ∆p = p∗вход − p∗хол ≫ 200 кПа.

Сверхзвуковой сопловой ввод отличается от стандартного дозвуково-
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го наличием дополнительного сегмента, выполненного в виде анало-

га сопла Лаваля и расположенного непосредственно за сужающимися

межлопаточными каналами. Скорость газа в новом сверхзвуковом сег-

мента соплового ввода плавно переходит в сверхзвуковой диапазон за

счет расширения площади поперечного сечения и одновременного сни-

жения радиуса вихревого течения. Более того, форма проточной части

сверхзвукового соплового аппарата позволяет задать осевое направле-

ние течения газа на входе в камеру энергоразделения вихревой тру-

бы. Выполненные вычислительные эксперименты показали, что даже

на небольших перепадах давления ∆p ≈ 400 кПа установка правильно

рассчитанного сверхзвукового соплового ввода дает увеличение холо-

дильного КПД.

5. Исследован способ более эффективного торможения высокоскоростно-

го потока газа на холодном выходе вихревой трубы за счет установ-

ки спрямляющего лопаточного аппарата (развихрителя) непосредствен-

но перед расширяющимся диффузором холодного потока. Наиболее

эффективный вариант развихрителя позволил успокоить течение газа

на выходе холодного потока и полностью исключить циркуляционную

зону возвратного течения. Также развихритель позволил полностью

прекратить вращение газа и эффективно уменьшить осевую скорость

до |V | ≤ 50 м/с. Применение данного развихрителя позволило заметно

уменьшить давление газа в сечении диафрагмы вихревой трубы и, сле-

довательно, увеличить полезный перепад давления, а также величину

холодильного КПД.

6. Исследован радиальный щелевой диффузор, предназначенный для тор-

можения газа на выходе горячего потока вихревой трубы. Найдена ве-

личина щелевого зазора δ ≈ 0.5 мм, дающая увеличение холодильного

КПД вихревой трубы по сравнению с базовым вариантом без диффу-

зора горячего потока.
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7. Комбинация всех предложенных усовершенствований проточной части

вихревых труб была использована при проектировании линейки про-

мышленных образцов вихревых труб, находящихся в настоящее время

в эксплуатации. Вихревые теплогенераторы ВТ 3-6, ВТ 5-90, ВТ 30Р и

РЕСШ.4414 были разработаны для нагрева потока воздуха до темпе-

ратуры более 200°C. Напротив, вихревые холодогенераторы ВТ 30-50,

ДВТР 40-9000 и ВТ 63Р предназначены для охлаждения попутного

нефтяного газа (ПНГ) в установках по его сепарации на фракции. Все

промышленные образцы вихревых трубы были испытаны на заводах-

изготовителях, а их измеренные характеристики приведены в конце на-

стоящей главы диссертации.

8. Основные результаты исследований, представленные в настоящей гла-

ве, опубликованы диссертантом и его соавторами в ряде международ-

ных и российский статей [135, 139, 140, 141, 235, 367, 377, 378, 379,

380, 381, 382], а также обсуждены на международных и всероссий-

ских конференциях [383, 384, 385, 386, 387, 388]. Получены патенты

РФ [138, 369, 389].
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ГЛАВА 6

ИССЛЕДОВАНИЕ ТЕЧЕНИЯ ЖИДКОСТИ В

ГИДРОВОЛНОВОМ ЛОТКЕ С ВОЛНОПРОДУКТОРОМ

ИСПОЛЬЗУЯ МОДИФИЦИРОВАННУЮ МОДЕЛЬ

6.1. Исследование и калибровка модели турбулентной вязкости

для обрушивающихся волн

Модель турбулентной вязкости для обрушивающихся волн состоит из

двух основных компонент:

• Эмпирическая модель (параметризация) величины турбулентной вяз-

кости νt согласно уравнениям (3.11) и (3.14).

• Кинематический критерий обрушения гребня волны (3.17), с помо-

щью которого определяется момент начала процесса обрушения волны

и, следовательно, пространственно-временная область действия вычис-

ленной турбулентной вязкости νt согласно рис. 3.10.

В соответствии с этим, прежде всего, требуется выполнить валидацию ки-

нематического критерия обрушения, а также экспериментально измерить ве-

личину Bx в уравнении (3.17). После этого требуется исследовать точность

модели однофазного квазипотенциального течения (3.9), дополненной уточ-

ненным кинематическим критерием обрушения (3.17) и полуэмпирической

моделью турбуленой вязкости (3.11) и (3.14).

6.1.1. Комбинация лабораторного и численного гидроволновых

лотков

Экспериментальные исследования проводились в большом гидроволновом

лотке Тель-Авивского университета (Израиль), схема которого изображена

на рис. 6.1. Длина и ширина гидроволнового лотка составляют L = 18 м и
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s = 1.2 м, соответственно. Лоток заполнялся водой до уровня h = 0.6 м. Фо-

тография экспериментальной установки показана на рис. 6.2.

Рис. 6.1. Принципиальная схема лабораторного гидроволнового лотка Тель-Авивского
университета (Израиль). Установка состоит из лотка с прозрачными боковыми стенками,
волнопродуктора с компьютерным управлением, подвижной тележки с установленными
на ней резистивными волномерами, светодиодной панели освещения и высокоскоростной
камеры, фиксирующей мгновенную форму бегущей волны через прозрачную боковую

стенку.

Экспериментальная установка оборудована шарнирно закрепленным вол-

нопродуктором, управляемым в автоматическом режиме с компьютера.

Сформированный на компьютере управляющий сигнал подается на волно-

продуктор, который в реальном времени возвращает его мгновенную угло-

вую координату Θ. Измерения угловой координаты Θ(t) синхронизируются

во времени с остальными измерениями и записывается в текстовый файл

на компьютере. Следует отметить, что точность измерения координаты Θ

должна быть достаточной для вычисления мгновенной угловой скорости Θ̇

и ускорения Θ̈. Координата Θ = 0 соответствует вертикальному положению

плоскости волнопродуктора.

С противоположной стороны лабораторного гидроволнового лотка распо-
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Рис. 6.2. Фотография лабораторной установки (гидроволнового лотка) в Тель-Авивском
университете (Израиль). Фотография сделана во время проведения экспериментов лично

соискателем.

ложен наклонный “пляж”, предназначенный для гашения волн и минимиза-

ции их отражения от дальней стенки, как показано на рис. 6.1 Длина “пля-

жа” составляет 3 метра. Для большей уверенности в отсутствии отраженных

волн, эксперименты были спланированы таким образом, чтобы измерения

были завершены до того момента, когда волновой пакет достигает дальней

стенки лотка.

Экспериментальная установка оборудована тележкой с измерительным

оборудованием, положение которой вдоль лотка контролируется с компьюте-

ра при помощи высокоточного энкодера. На тележке располагаются четыре

аналоговых волномера резистивного типа. Расстояние между соседними вол-

номерами составляет 0.4 м. Калибровка волномеров осуществлялась непо-

средственно перед началом эксперимента в автоматическом режиме путем

изменения вертикального положения волномеров.

Подъем свободной поверхности η(t), измеренный волномерами, а так-
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же мгновенная угловая координата волнопродуктора Θ(t) записываются

в текстовый файл через равные интервалы времени T0/128, где T0 - ха-

рактерный период исследуемой волны. Следует отметить, что функция

η(t) = η(t, x = xp) представляет собой форму волны, измеренную в заданной

координате x = xp, в которой располагается волномер. Формула (1.58) пред-

ставляет собой выражение для данной функции в рамках наиболее простой

линейной теории поверхностных волн.

Для экспериментальной валидации кинематического критерия обрушения

гребня волны (3.17) и определения эмпирической постоянной Bx требуется

измерить три величины:

1. Момент обрушения (координату xbr на рис. 3.10), который фиксиру-

ется при помощи высокоскоростной камеры через прозрачные боковые

стенки лотка, как показано на рис. 6.1 и 6.2.

2. Мгновенную скорость распространения гребня волны Vcr в момент на-

чала его обрушения, которая также может быть определена при помощи

высокоскоростной съемки.

3. Мгновенную Лагранжеву скорость жидкой частицы Vfl, расположенной

на гребне волны непосредственно в момент начала его обрушения.

Наибольшую сложность для измерения в лаборатории представляет скорость

Vfl. Для ее определения используются чрезвычайно сложные методики, та-

кие как Particle Tracking Velocimetry (PTV) [344] и Thermal Image Velocimetry

(TIV) [341]. Несмотря на предпринятые усилия по уменьшению неопределен-

ности измерения скорости Vfl, остаются разногласия относительно величины

порога Bx в выражении (3.17).

В настоящей диссертации предпринята попытка существенного сокраще-

ния неопределенности измерения скорости жидкой частицы Vfl путем комби-

нации экспериментальных измерений с численными данными, полученными

при помощи численного гидроволнового лотока. Для этого используются пре-

имущества Метода Граничных Элементов в модели однофазного квазипотен-
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циального течения (рис. 3.8), которые заключаются в том, что он позволяет

определить величины лагранжевых скоростей жидких частиц, расположен-

ных непосредственно на свободной поверхности (граница Γfs на рис. 3.8), в

том числе на гребне обрушивающейся волны. Таким образом, в данном ме-

тоде естественным образом решается проблема определения скорости Vfl.

Следует подчеркнуть, что в начальной серии численных и лабораторных

экспериментов модель двухфазного течения на основе метода Volume-of-Fluid

(VOF) не используется, но будет задействована в дальнейшем.

Очевидно, что комбинирование результатов измерений в лабораторной

установке с численными данными требует сопряжения экспериментов и рас-

четов Методом Граничных Элементов. Для этого экспериментальные изме-

рения угловой координаты Θ(t), скорости Θ̇(t) и ускорения Θ̈(t) (рис. 6.1) ис-

пользуются для перемещения численного волнопродуктора как показано на

рис. 3.8. Этим обеспечивается полное совпадение режимов работы волнопро-

дуктора, а также условий генерации поверхностных волн, между численным

и лабораторным гидроволновыми лотками.

6.1.2. Кинематические параметры обрушивающегося гребня

В данной серии лабораторных и численных экспериментов используются

две простейших функции для движения волнопродуктора Θ(t):

Θ1(t) = ϑ1 cos(ω0t− π/2) (6.1)

Θ2(t) =
ϑ2
2
(cos((ω0 −∆ω)t) + cos((ω0 +∆ω)t+ π)) (6.2)

Обе функции создают в непосредственной близости от волнопродуктора вол-

новые пакеты, характеризующиеся узким спектром: монохроматическую и

бихроматическую свободные волны, соответственно. В выражениях выше ϑ1

и ϑ2 - амплитуды движения волнопродуктора; ω0 = 2π/T0 - круговая частота



252

несущей волны; ∆ω - ширина спектра бихроматической волны.

Период несущей волны выбран равным T0 = 0.7 с. Использование дис-

персионного соотношения (1.61) линейной теории волн позволяет определить

волновое число несущей волны k 0 = 8.21 м−1. Соответственно, длина несу-

щей волны составляет λ0 = 2π/k 0 = 0.765 м. Безразмерная глубина волново-

го лотка определяется как k 0h = 4.93 (h = 0.6 м), что соответствует режиму

глубокой воды [69]. Ширина спектра бихроматической волны выбрана равной

∆ω/ω0 = 0.03.

Оба волновых пакета распространяются с групповой скоростью

cg = 0.547 м/с (3.16). Амплитуды движений волнопродуктора ϑ1 и ϑ2 вы-

браны таким образом, чтобы в максимальная крутизна волны вблизи вол-

нопродуктора, заданная выражением (1.57), составила ϵ1 = 0.22 и ϵ2 = 0.24

для первого и второго волновых пакетов, соответственно. На рис. 6.3 показа-

ны экспериментальные измерения угловых координат Θ и ускорений Θ̈ для

бихроматического движения волнопродуктора (6.2).

В связи с тем, что условие применимости линейной теории волн ϵ ≪ 1

не выдерживается, в исследуемых волновых пакетах наблюдаются чрезвы-

чайно выраженные нелинейные эффекты, приводящие к изменению формы

волны по мере ее распространения вдоль гидроволнового лотка. Ожидается,

что нелинейные эффекты приведут к росту высоты одного из гребней одно-

временно с увеличением его крутизны ϵ. При достижении крутизны гребня

ϵ > 0.3 ожидается его обрушение, являющееся предметом настоящего иссле-

дования. Как было указано выше, требуется определить координату обруши-

вающегося гребня xbr, а также скорости Vcr и Vfl в момент его обрушения.

Лабораторные измерения подъема свободной поверхности η(t, x = const),

записанные в различных координата x вдоль гидроволнового лотка (рис. 6.1),

показаны на рис. 6.4. Для сравнения полученных экспериментальных дан-

ных с численным моделированием на основе Метода Граничных Элементов

(BEM) требуется определить функцию η(t, x = const) в фиксированных за-
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Рис. 6.3. Угловые координаты Θ и ускорения Θ̈ волнопродуктора, измеренные для
бихроматического волнового пакета (6.2).

ранее заданных координатах x. Это усложняется тем, что математическая

модель (3.9) использует лагранжеву формулировку. То есть, узлы расчетной

сетки находятся в непрерывном движении, а их координаты x не фиксирова-

ны. Для обхода данной сложности и оценки функции η(t, x = const) использо-

валась интерполяция кубическим полиномом между узлами расчетной сетки

метода BEM.

Волновой пакет, полученный при помощи монохроматического движения

волнопродуктора (6.1), изображен на рис. 6.4(а). Вблизи волнопродуктора

(x = 0.4 м) зафиксирован периодический симметричный волновой пакет,

близкий к монохроматичскому. По мере распространения волнового пакета в

направлении от волнопродуктора (с увеличением координаты x) его форма

заметно меняется, что вызвано нелинейным эффектами, как предполагалось

выше по тексту. Наблюдается быстрый рост гребня волны, расположенного

у передней кромки волнового пакета, которая показана пунктирной линией
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(а) (б)

Рис. 6.4. Подъем свободной поверхности η(x = const, t), измеренный в различных
координатах вдоль лабораторного гидроволнового лотка (рис. 6.1) при помощи
волномеров. Лабораторные измерения сравниваются с результатами численных

экспериментов на основе Метода Граничных Элементов (BEM). Пространственная
координата x отсчитывается от положения волнопродуктора, как показано на

рис. 3.8 и 6.1. Использовано (а) монохроматическое (6.1) и (б) бихроматическое (6.2)
движение волнопродуктора.

на рис. 6.4(а). Как будет показано далее, высота данного гребня достигает

предельной величины в координате xbr = 8.97± 0.014 м в момент времени

tbr ≈ 16.7 с, после чего наблюдается обрушение данного гребня.

Волновой пакет, сгенерированный бихроматическим движением волно-

продуктора (6.2), показан на рис. 6.4(б). На данном рисунке пунктирными

линиями изображено положение как передней, так и задней кромки волново-

го пакета. Вблизи волнопродуктора (x = 1.2 м) полученный волновой пакет

обладает ярко выраженной симметрией. Однако, как и в предыдущем случае,

данная симметрия быстро нарушается по мере распространения волнового
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пакета вниз по гидроволновому лотку. Так, для координат x ≥ 6 м становит-

ся очевидным, что высокие волны собираются ближе к передней кромки вол-

нового пакета. В координате xbr = 8.43± 0.014 м в момент времени tbr ≈ 18 с

образуется чрезвычайно высокий обрушивающийся гребень, который виден

на рис. 6.4(б).

Особенно следует подчеркнуть очень близкое совпадение результатов чис-

ленного моделирования с лабораторными измерениями для обоих волновых

пакетов вплоть до момента обрушения волны. Следовательно, численную мо-

дель однофазного квазипотенциального течения на основе Метода Гранич-

ных Элементов (BEM) можно использовать для дальнейшего исследования

кинематических характеристик обрушивающегося гребня волны. Однако для

этого недостаточно графиков временно’й эволюции волн η(x = const, t), пред-

ставленных на рис. 6.4. Требуется рассмотреть пространственную эволюцию

волнового пакета, то есть функцию подъема свободной поверхности в фик-

сированный момент времени: η(x, t = const). Экспериментальное измерение

такой функции невозможно волномерами и, в общем случае, является чрез-

вычайно сложной задачей. В рамках настоящего исследование указанное из-

мерение было выполнено при помощи высокоскоростной съёмки через про-

зрачную боковую стенку гидроволнового лотка, как показано на рис. 6.2.

На рис. 6.5(а) представлены фотографии, показывающие формирование

обрушивающегося гребня, сгенерированного монохроматическим движением

волнопродуктора (6.1). Пост-обработка снимков сделана при помощи инстру-

ментов Matlab. На горизонтальной оси отложены координаты, отсчитанные

от места расположения волнопродуктора. В момент времени t = 16.22 сек на-

блюдается начальная стадия роста волны. Начиная с t = 16.47 сек отчетливо

прослеживается несимметричная форма гребня волны, вызванная сильными

нелинейными эффектами. В момент t = 16.72 сек отчетливо видно форми-

рование выпуклости на гребне волны, вызванное действие сил поверхност-

ного натяжения [390]. Непосредственно за этим следует обрушение гребня
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(а)

(б)

Рис. 6.5. Фотографии, показывающие формирования обрушивающегося гребня волны,
полученные при помощи высокоскоростной съемки в лабораторном гидроволновом лотке

(см. рис. 6.2): (а) волновой пакет, полученный монохроматическим движением
волнопродуктора (6.1) и (б) бихроматическим движением волнопродуктора (6.2).

Гребень волны движется слева направо.

(t = 16.92 сек). По полученным снимкам можно установить координату греб-

ня в момент начала его обрушения: xbr = 8.97± 0.014 м.

Рисунок 6.5(б) показывает формирование обрушивающегося гребня, по-

лученного бихроматическим движением волнопродуктора (6.2). Момент вре-

мени t = 17.55 сек соответствует началу формирования высокого обрушива-

ющегося гребня волны. При t = 18 сек также видно формирование капиляр-

ной выпуклости непосредственно на гребне, после чего следует обрушение

волны (t = 18.1 сек). В данном случае момент обрушения более очевиден в

связи с возникновением перемешивания воды и воздуха, что отчетливо вид-

но на последней фотографии рис. 6.5(б) (t = 18.1 сек). Анализ результатов

высокоскоростной съемки для бихроматического движения волнопродукто-

ра позволяет установить координату гребня в момент начала его обрушения:
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xbr = 8.43± 0.014 м.

(а)

(б)

Рис. 6.6. Пространственная эволюция η(x, t = const) гребня волны, сгенерированного
(а) монохроматическим (6.1) и (б) бихроматическим (6.2) движениями волнопродуктора.

На рисунке сравниваются результаты численного моделирования на основе Метода
Граничных Элементов (BEM, пунктирные линии) с лабораторными измерениями при

помощи высокоскоростной съемки (сплошные линии).

Результаты высокоскоростной съемки (рис. 6.5) были оцифрованы с вы-

соким пространственным и временным разрешением при помощи инструмен-

тов Matlab. Полученная таким образом функция η(x, t = const), отражаю-

щая пространственную эволюцию обрушивающегося гребня волны, сравни-

вается с результатами численного моделирования на рис. 6.6. Видно, что для

обоих волновых пакетов наблюдается очень хорошее количественное и каче-

ственное совпадение результатов математической модели с лабораторными

измерениями. Гребень волны, обозначенный цифрой 1, соответствует момен-
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ту непосредственно перед началом обрушения. Цифрой 2 обозначен гребень,

находящийся в процессе обрушения.

Столь высокая точность численной модели позволяет определять кине-

матические параметры обрушивающегося гребня волны, такие как скорости

Vfl и Vcr, опираясь только на результаты моделирования. С другой стороны,

координата начала обрушения гребня волны xbr измерена экспериментально,

как указано выше по тексту. Высота наиболее высокого гребня волны hmaxcr ,

скорость жидкой частицы, расположенной на самом высоком гребне волны

Vfl, и скорость распространения самого высокого гребня волны Vcr были оце-

нены на основе результатов численного моделирования и представлены на

рис. 6.7 для монохроматического движения волнопродуктора (6.1). Для срав-

нения, на графики также нанесены фазовая cp (3.15) и групповая cg (3.16)

скорости волнового пакета. В наиболее простой линейной теории поверхност-

ных волн пренебрежимо малой высоты (ϵ≪ 1) [69], горизонтальная скорость

жидких частиц характеризуется величиной a0ω0 (см. формулу (1.58)), кото-

рая также показана на графиках для анализа. Здесь a0 - амплитуда линейной

волны.

На рис. 6.7 можно заметить, что вблизи волнопродуктора (x ∼ 3 м), где

наблюдается умеренная высота волн hmaxcr , фактическая скорость распростра-

нения гребня Vcr близка к оценке линейной теории поверхностных волн, т.е.

Vcr ∼ cp. Более того, скорость жидких частиц на гребне волны также близка

к оценке линейной теории: Vfl ∼ a0ω0. По мере распространения волнового

пакета вдоль гидроволнового лотка, высота наиболее высокого гребня hmaxcr

увеличивается в 1.4 раза и достигает наибольшей величины в районе x ∼ 9 м.

По мере приближения к области обрушения волны, скорости Vcr и Vfl на-

чинают значительно отклоняться от оценок линейной теории. Более того, это

отклонение носит осцилляционный характер и вызвано влиянием нелинейно-

стей в (3.9). В координате xc ≈ 9.08 м скорость жидкой частицы Vfl впервые

превышает скорость гребня волны Vcr. То есть, жидкая частица начинает
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Рис. 6.7. Расчетные кинематические параметры наиболее крутого и высокого гребня в
волновом пакете, сгенерированном монохроматическим движением волнопродуктора

(6.1): (а) в масштабе всей длины гидроволнового лотка; (б) увеличенная область
обрушения гребня волны. Обрушивающийся гребень волны наблюдается

экспериментально в координате xbr = 8.97± 0.014 м.

двигаться быстрее гребня и, таким образом, стремится оторваться от свобод-

ной поверхности. Полученная координата очень близка к экспериментально

зафиксированному месту обрушения гребня xbr ≈ 8.97 м. Отклонение состав-

ляет всего лишь (xc − xbr) ≈ 0.0055L, то есть 0.55% от длины гидроволнового

лотка L.

Таким образом, полученные данные говорят о том, что обрушение гребня

возникает в точности в тот момент, когда скорости Vfl и Vcr сравниваются.

Это доказывает начальную гипотезу, выдвинутую в разделе 3.2.3., а также

позволяет оценить постоянную калибровки кинематического критерия (3.17)
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равной Bx ≈ 1.

Рис. 6.8. Как на рис. 6.7 для бихроматического движения волнопродуктора (6.2).

Аналогичные результаты для бихроматического волнового пакета (6.2)

показаны на рис. 6.8. Несмотря на то, что волновой пакет быстро становится

несимметричным (см. рис. 6.4(б)), высота наиболее высокого гребня hmaxcr дол-

го не меняется вплоть до x ≤ 6 м. После этого возникает очень быстрый рост

гребня. Величина hmaxcr увеличивается более чем в 1.65 раз. Вблизи волнопро-

дуктора (x < 6 м) фактическая скорость гребня Vcr также остается близкой

к фазовой скорости cp, а скорость жидкой частицы Vfl близкой к величине

a0ω0.

После координаты x ≥ 8 м скорость жидкой частицы Vfl начинает резко

нарастать при одновременном падении скорости гребня волны Vcr. Особенно
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следует подчеркнуть возникновение колебаний данных скоростей по мере их

сближения, что говорит о нарастании неустойчивости системы, как подробно

обсуждается в работах [339, 340]. В координате xc ≈ 8.46 м скорости Vfl и Vcr

сравниваются, что говорит о выполнении кинематического критерия обру-

шения Vfl/Vcr ∼ 1. Данная координата практически точно совпадает с экспе-

риментально полученной координатой визуального обнаружения обрушения

гребня xbr ≈ 8.43м. Погрешность не превышает 0.15% от длины гидроволно-

вого лотка L, а именно (xc − xbr) ≈ 0.0015L.

6.1.3. Поле скоростей под обрушивающимся волновым пакетом и

промежуточные выводы

Для наглядной демонстрации нарастания скорости жидкой частицы Vfl

по мере приближения к моменту обрушения гребня, на рис. 6.9 показано по-

ле скоростей под бихроматическим волновым пакетом (6.2). Поле скоростей

получено на основе результатов численного моделирования Методом Гранич-

ных Элементов (BEM) и полностью соответствует данным на рис. 6.8. Видно,

что на удалении от координаты обрушения гребня xbr ≈ 8.43м величины ско-

ростей достаточно умеренные и не превышают 0.1 м/с; см. рис. 6.9(а). По

мере эволюции волнового пакета, скорости постепенно нарастают, как видно

из рис. 6.9(б). На рис. 6.9(в) показан момент обрушения гребня волны. Видно,

что высота и крутизна гребня в этот момент резко увеличиваются, что также

сопровождается ростом скоростей жидких частиц до величин, превышающих

0.6 м/с.

Проведенный анализ двух независимых серий численных и лаборатор-

ных экспериментов позволяет сделать вывод о верности кинематического

критерия обрушения волн (3.17), что хорошо согласуется с литературой

[115, 116, 117, 341, 344, 345, 346]. Тем не менее, для увеличения точности

данного критерия в рамках модели на основе Метода Граничных Элементов
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(BEM) предлагается корректировка калибровочной постоянной Bx ≈ 1:

Vfl
Vcr

≥ (Bx ≈ 1) (6.3)

(а)

(б)

(в)

Рис. 6.9. Поле скоростей, связанное с волновым пакетом, сгенерированным

бихроматическим движением волнопродуктора (6.2). Поле показано на продольном

сечении численного гидроволнового лотка в различные моменты времени: (а) t = 10 сек;

(б) t = 15 сек; (в) t = 18.1 сек. Поле скоростей получено при помощи численной модели

на основе Метода Граничных Элементов (BEM). Вертикальный масштаб 50:1.
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6.2. Диссипация энергии волны в модели турбулентной вязкости

6.2.1. Генерация волнового пакета с гауссовой огибающей

После валидации кинематического критерия обрушения волн, а также

определения величины калибровочной постоянной Bx ≈ 1 в (3.17), требуется

провести исследование точности эмпирической модели турбулентной вязко-

сти (см. уравнения (3.11) и (3.14)), работающей в комбинации с кинемати-

ческим критерием обрушения. С этой целью требуется генерация волновых

пакетов, в которых наблюдается обрушение волн разной силы. Это можно

сделать используя волновой пакет с гауссовой огибающей [391]. Временна’я

форма такого волнового пакета в фокальной точке xf (в точке линейного

фокуса) запишется:

η (x = xf , t) = ζ0 exp

{
−
(

t

mT0

)2
}

︸ ︷︷ ︸
огибающая

cos (ω0t)︸ ︷︷ ︸
модуляция

, (6.4)

где m = 0.6 - параметр, характеризующий ширину спектра волнового паке-

та, имеющего также форму гауссовой кривой; ζ0 - параметр высоты волны;

T0 = 0.7 сек и ω0 = 2π/T0 - период и круговая частота для пика спектра. В

соответствии с линейным дисперсионным соотношением (1.61), длина волны

и соответствующее ей волновое число для пика спектра равны: λ0 = 0.765 м

и k 0 = 2π/λ0. Безразмерная глубина воды составляет k 0h = 4.93, что соот-

ветствует режиму глубокой воды согласно [69].

Дискретное спектральное представление волнового пакета (6.4) в рамках

линейной теории волн можно записать пользуясь выражением (1.62):

η (x, t) =
N∑
j=1

1

2
aj
(
ωj, k j

)
ei(k jx−kjxf−ωjt) + к.с., (6.5)

где xf = 8.5 м - фокальная точка; aj
(
ωj, k j

)
- действительная амплитуда гар-
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моники с частотой ωj и волновым числом k j; “к.с.” - комплексное сопряжение.

Форма дискретного спектра, полученная из (6.4) при помощи быстрого пре-

образования Фурье (FFT), показана на рис. 6.10.

Рис. 6.10. Обезрезмеренный дискретный спектр (6.5) гауссового волнового пакета,
полученный при помощи быстрого преобразования Фурье (FFT) на основе формы волны

(6.4). На графике aj - амплитуда гармоники с частотой ωj.

Величина фазовой скорости cp (3.15) для режима глубокой воды (h→ ∞)

оценивается как [69]:

cp = lim
h→∞

ω

k
= lim

h→∞

√
g tanh(k h)

k
=

√
g

k
=

√
gλ

2π
(6.6)

Из данного выражения видно, что скорость распространения выделенной

гармоники спектра тем выше, чем больше длина ее волны λ, т.е. cp ∼ λ1/2.

Это говорит о том, что длинные волны будут распространяться значительно

быстрее коротких. В координате x = 0 (см. рис. 6.1) волнопродуктор будет

генерировать сначала короткие волны, а затем длинные, с плавным увеличе-

нием длины генерируемой волны. Таким образом, вблизи волнопродуктора

(x = 0) волновой пакет будет выглядеть таким образом, что короткие волны

будут собраны у передней кромки. По мере распространения волнового паке-
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та вдоль гидроволнового лотка, длинные волны будут настигать короткие и,

в конечном итоге, все гармоники спектра встретятся в точке линейного фо-

куса x = xf = 8.5 м. Именно вблизи этой координаты ожидаются наиболее

высокие обрушивающиеся волны. Причем, высота волн и сила их обрушения

регулируются одним единственным параметров в (6.4) - величиной ζ0.

Для исследования выбраны четыре величины параметра ζ0, а именно

k 0ζ0 = {0.2, 0.3, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0}. Для пересчета дискретного спектра вол-

ны aj
(
ωj, k j

)
в спектр движения волнопродуктора Θj (ωj) (см. выраже-

ния (6.1) и (6.2)) используется простейшая линейная теория волнопродуктора

[69]. Согласно данной теории, амплитуда j-той гармоники движения волно-

продуктора Θ̂j запишется с помощью передаточной функции Λ = Λ (ω):

Θ̂j = arctan
(
Λj
h
aj

)
(6.7)

Выражение для передаточной функции шарнирно закрепленного волнопро-

дуктора запишется [69]:

Λ (ω) = 4
k h

sinh k h
sinh 2k h+ 2k h

k h sinh k h− cosh k h+ 1
(6.8)

Тогда зависимость угловой координаты волнопродуктора от времени:

Θ(t) =
N∑
j=1

1

2
Θ̂je

−iωjt + к.с. (6.9)

Экспериментальная установка, показанная на рис. 6.1 и 6.2, имеет ряд

ограничений. В том числе, она не допускает генерирование волновых паке-

тов с параметром k 0ζ0 > 0.4. Таким образом, использование эксперименталь-

ного гидроволнового лотка для рассматриваемого исследования невозможно.

Вместо этого, для k 0ζ0 > 0.4, экспериментальные измерения заменяются ре-

зультатами точного моделирования при помощи модели двухфазного течения
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на основе метода Volume-of-Fluid (VOF), входящей в состав численного гид-

роволнового лотка, как показано на рис. 3.8. Таким образом, требуется срав-

нить результаты однофазной квазипотенциальной модели BEM, дополненной

эмпирической моделью турбулентной вязкости и кинематическим критерием

обрушения, с точной моделью двухфазного течения VOF.

Рисунок 6.11 показывает эволюцию во времени и пространстве гауссового

волнового пакета (6.4) для наименьшей величины параметра крутизны волны

k 0ζ0 = 0.2. Особенность данного численного эксперимента заключается в том,

что обрушение волн не наблюдается и, следовательно, турбулентная вязкость

νt = 0 на протяжении всего расчета.

Рис. 6.11. Форма волны (возвышение свободной поверхности) для гауссового волнового
пакета (6.4) с параметром k 0ζ0 = 0.2, измеренная в разных координатах x,

отсчитываемых от волнопродуктора. На графике сравниваются результаты моделей
двухфазного течения (VOF) и однофазного квазипотенциального течения (BEM).

Прежде всего, следует отметить, что обе численные модели (BEM и VOF)
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показали очень близкие результаты, что и ожидалось в случает отсутствия

обрушения волн. Вблизи волнопродуктора (x = 4.49 м), волновой пакет яв-

ляется довольно протяженным во времени. Отчетливо видно разделение на

длинные и короткие волны; причем, короткие волны приходят в точку из-

мерения раньше длинных. По мере приближения волнового пакета к фокусу

x = xf = 8.5 м, его длина существенно сокращается и достигает минимума

непосредственно в фокальной точке. Исходя из сохранения энергии, сокра-

щение длины волнового пакета приводит к росту высоты волн вблизи фокуса,

что также отчетливо видно на графиках.

После прохождения фокальной точки x = xf = 8.5 м, на рис. 6.11 наблю-

дается обратный процесс. То есть, высота волн сокращается одновременно с

увеличением длины волнового пакета. В значительной степени, процесс эво-

люции волнового пакета является симметричным относительно фокуса. Это

также хорошо видно на пространственно-временных контурах, показываю-

щих полную картину эволюции волновых пакетов на рис. 6.12.

Также контуры показывают, что повышение параметра k 0ζ0 вызывает

увеличение высоты волн вблизи фокальной точки и, в конечном счете, при-

водит к их обрушению для k 0ζ0 ≥ 0.4. С увеличением параметра крутизны

волнового пакета k 0ζ0 наблюдается расширение области ненулевых значе-

ний турбулентной вязкости νt > 0 как в пространстве, так и во времени. В

том случае, если параметр k 0ζ0 = 1.0, обрушение вон начинается в непосред-

ственной близости от волнопродуктора и покрывает практически всю длину

гидроволнового лотка.
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(а) (б)

(в) (г)

(д) (е)

Рис. 6.12. Контуры возвышения свободной поверхности η(x, t), отражающие полную

картину пространственно-временной эволюции всех рассмотренных волновых пакетов.

Результаты получены при помощи однофазной квазипотенциальной модели BEM,

дополненной эмпирической моделью турбулентной вязкости и кинематическим

критерием обрушения. Пунктирной линией обведены зоны ненулевой турбулентной

вязкости, т.е. области, где νt > 0. Перекрестием обозначено положение линейного фокуса

(xf , tf ).
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6.2.2. Исследование потоков энергии через поперечные сечения

гидроволнового лотка

Дальнейший анализ точности модели турбулентной вязкости и кинема-

тического критерия обрушения волн требует рассмотрения потоков энергии,

переносимых волновыми пакетами через различные сечения гидроволнового

лотка. С учетом того, что обрушение волны локализовано в пространстве,

диссипация энергии волнового пакета в энергию вторичных турбулентных

течений также ассоциирована с ограниченной в пространстве областью. При

прохождении волнового пакета через данную область ожидается заметное

уменьшение интегрального потока энергии.

Полный мгновенный поток энергии через поперечное сечение гидровол-

нового лотка, расположенное в координате x, запишется [69]:

F NL (x, t) =

∫ η(x,t)

−h

{
1

2
ρ |V |2 + ρgz + p

}
Vxαdz, (6.10)

где α - объемная доля воды, используемая в модели двухфазного течения со

свободной поверхностью. В рамках однофазного квазипотенциального тече-

ния α = 1. Верхний индекс NL обозначает использование полного (точного)

выражения из теории нелинейных поверхностных волн.

Использование выражения (6.10) является затруднительным или даже

невозможным в лабораторных измерениях. Это связано, прежде всего, со

сложностью измерения мгновенного профиля скорости V и статического дав-

ления p в поперечном сечении лотка. Поэтому, на практике в большинстве

случаев применяется упрощенное выражение для мгновенного потока энер-

гии, полученное путем линеаризации задачи, как показано в [69]:

F L (x, t) ≈ ρgcgsη
2 (x, t) (6.11)

cgs =

∑
j cg,ja

2
j∑

j a
2
j
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Здесь cgs - спектрально-взвешенная групповая скорость волнового пакета

[110]; cg,j - групповая скорость отдельно взятой частотной гармоники (3.16),

а aj - её амплитуда.

В настоящем исследовании интерес представляет полная энергия, пере-

несенная волновым пакетом через заданное поперечное сечения за полный

интервал времени. Для ее нахождения требуется проинтегрировать мгновен-

ный поток энергии (6.10) или (6.11):

E (x) =

∫ ∞

−∞
F (x, t) dt (6.12)

Величина энергии E , полученная в различных численных моделях, исследу-

ется на рис. 6.13.

Графики на рис. 6.13 показывают хорошее совпадение численной модели

BEM, опирающейся на полуэмпирическую модель турбулентной вязкости, с

точной двухфазной моделью VOF. Исключение составляет волновой пакет с

параметром k 0ζ0 = 0.2, показанный на рис. 6.13(а), в котором не наблюда-

ется обрушение волн, а следовательно νt = 0 на протяжении всего расчета.

Незначительное падение энергии E , наблюдаемое в двухфазной модели VOF,

очевидно, не связано с обрушением волн, а вызвано действие вязких (моле-

кулярных) сил трения, не учтенных в квазипотенциальной модели BEM.

Очень хорошее совпадение результатов расчетов говорит о высокой точно-

сти исследуемой полуэмпирической модели турбулентной вязкости, а также

о высокой точности кинематического критерия обрушения. Более того, гра-

фики указывают на достаточно точное соответствие между полностью нели-

нейной ENL и линеаризованной EL оценками интегрального потока энергии.

Это говорит о достаточной точности асимптотической оценки (6.11) и ее при-

менимости на практике.
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(а) (б)

(в) (г)

(д) (е)

Рис. 6.13. Полный интегральный поток энергии, перенесенный волновым пакетом через

выделенное поперечное сечение гидроволнового лотка. На графике EL - линейная оценка

потока энергии, а ENL - точная нелинейная оценка потока энергии. На графиках

сравниваются результаты точной многофазной модели VOF и модели однофазного

квазипотенциального течения BEM.
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Безразмерная величина полных потерь энергии бегущего волнового па-

кета (∆E)потери/E(x = 0) исследуется на рис. 6.14. Следует отметить, что

указанные потери энергии переходят в энергию вторичных турбулентных те-

чений, сосуществующих в гидроволновом лотке с поверхностной волной. Из

графика видно, что в волновом пакете с параметром k 0ζ0 = 0.2 обрушение

волн отсутствует (νt = 0), а следовательно потери (∆E)потери ≈ 0 для модели

BEM. С другой стороны, наблюдаются некоторые ненулевые потери энергии

в точной модели VOF, которые объясняются вязким трением. Следует от-

метить, что вязкие потери являются незначительными и характерны также

для лабораторных (экспериментальных) исследований поверхностных волн

[110, 116, 330].

Рис. 6.14. Полные потери энергии волнового пакетом (∆E)потери, вызванные обрушением
волн. Величина E(x = 0) соответствует начальной энергии волнового пакета в

непосредственной близости от волнопродуктора. На графике сравниваются результаты
точной многофазной модели VOF и модели однофазного квазипотенциального течения

BEM.

Из рис. 6.14 видно, что потери энергии бегущего волнового пакета яв-

но зависят от параметра крутизны k 0ζ0, т.е. (∆E)loss/E(x = 0) ∼ k 0ζ0. Для
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волнового пакета с наиболее высоким параметром k 0ζ0 = 1.0, потери энергии

достигают (∆E)loss/E(x = 0) ≈ 35%. То есть, 35% начальной энергии бегу-

щей волны диссипирует в энергию вторичных турбулентных течений, что

является весьма существенной частью.

Следует подчеркнуть, что график на рис. 6.14 также показывает очень

хорошее соответствие между исследуемыми моделями, что подтверждает вы-

сокую точности разработанной полуэмпирической модели турбулентной вяз-

кости, а также высокую точность кинематического критерия обрушения. Тем

не менее, требуется более детальное исследование изменения формы волно-

вого пакета во времени для того, чтобы установить применимость модели

турбулентной вязкости для дальнейшего использования в исследовании.

6.3. Погрешности модели турбулентной вязкости для обрушива-

ющихся волн

6.3.1. Изменение формы волны с ростом параметра крутизны k 0ζ0

При решении инженерных задач особое значение имеют не только энер-

гетические характеристики набегающего волнового пакета, но и форма от-

дельных волн в этом пакете. Например, при исследовании силового воздей-

ствия набегающей волны на прибрежные или морские сооружения, особую

роль играет высота волны, поскольку скорость жидкости под свободной по-

верхностью экспоненциально зависит от вертикальной координаты. То есть,

Vx ∼ exp(z), где z - вертикальная координата, отсчитываемая от средне-

го положения свободной поверхности, как показано на рис. 3.8. Исходя из

этого, представляется целесообразным более подробное исследование формы

свободной поверхности, получаемой при использовании модели турбулентной

вязкости, по сравнению с точной моделью VOF.

Графики на рис. 6.15 изображают изменение формы свободной поверхно-

сти для гауссового волнового пакета (6.4) с различными параметрами крутиз-
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ны k 0ζ0, см. подрисунки (а)–(е). Рисунки (а)–(в) указывают на то, что модели

BEM и VOF дают практически совпадающие результаты для параметра кру-

тизны в диапазоне 0.2 ≤ k 0ζ0 ≤ 0.4. При таких значениях k 0ζ0 наблюдается

незначительное обрушение волн или оно вовсе отсутствует, что подтверждает

рис. 6.12.

Увеличение параметра k 0ζ0 приводит к расширению области обрушения

волн, показанной пунктирной линией на рис. 6.12, и к соответствующему ро-

сту энергии вторичных турбулентных течений. Этот процесс сопровождается

нарастанием расхождения формы свободной поверхности, полученной в мо-

делях BEM и VOF, см. рис. 6.15(г)–(е). Причем, следует заметить, что до

возникновения энергичного обрушения волн (в координате x = 4.5 м) рас-

хождение между моделями практически отсутствует. Однако в последующих

координатах x > 8 м расхождение очень существенно. Это явление объясня-

ется тем, что более 30% энергии волнового пакета диссипирует в энергию

вторичных турбулентных течений, см. рис. 6.14.

Таким образом, турбулентность составляет порядка 30% энергии общего

потока и, соответственно, ее обратным влиянием на осредненный несущий

поток больше нельзя пренебрегать, как это делается в подавляющем числе

моделей турбулентной вязкости на основе гипотезы Буссинеска. В качестве

первого шага, требуется исследовать структуру возбужденного турбулентно-

го течения.
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(а) (б)

(в) (г)

(д) (е)

Рис. 6.15. Форма волны для гауссовых волновых пакетов (6.4) с параметром

k 0ζ0 = 0.2, 0.3, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0, измеренная в разных координатах x, отсчитываемых от

волнопродуктора. На графике сравниваются результаты модели однофазного

квазипотенциального течения (BEM), замкнутой моделью турбулентной вязкости, с

точной моделью двухфазного течения (VOF).
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6.3.2. Гидродинамическая турбулентность, генерируемая обруше-

нием поверхностных волн

Следует отметить, что точная модель двухфазного течения с границей

раздела фаз решает полные уравнения Навье-Стокса с учетом метода VOF

(3.8). Таким образом, течение жидкости, полученное в рамках данной модели,

содержит все компоненты: как несущее осредненное течение, так и вторичное

турбулентное. С другой стороны, квазипотенциальная модель BEM (3.9), за-

мкнутая моделью турбулентной вязкости, отражает только осредненное те-

чение жидкости и не включает в себя турбулентные компоненты скорости.

Исходя из этого можно заключить, что вычитание поля скоростей второй

модели из первой позволяет отфильтровать турбулентное течение из полного

решения для дальнейшего исследования.

Однако данный метод не работает для наиболее интересный случаев, ко-

гда k 0ζ0 ≥ 0.6. Для таких волновых пакетов, форма свободной поверхности

в моделях BEM и VOF кардинально отличается (см. рис. 6.15(г)–(е)) и, соот-

ветственно, отличаются и поля скоростей. Требуется альтернативный метод

отделения турбулентной компоненты от полного течения, опирающийся на

решение модели VOF.

В рамках настоящей диссертации разработан метод итерационного вы-

числения компонент скорости потенциального течения жидкости, опираю-

щийся на слабо-нелинейную теорию Захарова [77] и работы [392, 393]. В рам-

ках данного метода, решение квазипотенциальной модели BEM заменяется

слабо-нелинейным приближением для поля скорости V <p> = {V <p>
x , V <p>

z },

которое записывается в форме (7.6) и (7.7), расширенной до 3-го порядка

нелинейности по ϵ (1.57):
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V <p>
x = −∂φ

∂x
(x, z, t) =

1

2

{
η(1)κ(1) cosh

(
k (1) (h+ z)

)
+η(2)κ(2) cosh

(
k (2) (h+ z)

)
+ η(3)κ(3) cosh

(
k (3) (h+ z)

)}
+ к.с.

V <p>
z = −∂φ

∂z
(x, z, t) =

1

2

{
−iη(1)κ(1) sinh

(
k (1) (h+ z)

)
−iη(2)κ(2) sinh

(
k (2) (h+ z)

)
− iη(3)κ(3) sinh

(
k (3) (h+ z)

)}
+ к.с.,

(6.13)

где η(1) - форма свободной поверхности свободных волн 1-го порядка, а η(2)

и η(3) - связанных волн 2-го и 3-го порядков, соответственно. Индекс < p >

отражает тот факт, что поле скоростей соответствует несущему потенциаль-

ному (осредненному) течению.

Функции η(1), η(2) и η(3) записываются в форме (7.2):

η(1) (x, t) =
∑
N

A(1)ei(k
(1)x−ω(1)t)

η(2) (x, t) =
∑
M

A(2)ei(k
(2)x−ω(2)t)

η(3) (x, t) =
∑
K

A(3)ei(k
(3)x−ω(3)t),

(6.14)

где N - количество гармоник свободных волн 1-го порядка, а M и K - коли-

чество гармоник связанных волн 2-го и 3-го порядков. Причем, комплексные

амплитуды связанных волн 2-го и 3-го порядков, т.е. A(2) и A(3), полностью

определяются амплитудами свободных волн A(1) в рамках теории Захарова,

что также используется в разделе 7.2. настоящей диссертации. В качестве

примера, выражения для амплитуд A(2) даны в уравнениях (7.3)–(7.5). Так

называемые ядра теории Захарова, требуемые в вычислениях, приведены в

приложении 1, а также в работах [75, 77, 78, 79, 80, 81, 82].

В результате, для вычисления слабо-нелинейного потенциального поля

скоростей V <p> требуется определить только комплексный спектр формы
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свободной поверхности (волны), полученный в рамках точной модели двух-

фазного течения VOF. После этого, обозначая полное поле скоростей в рам-

ках модели VOF через V V OF , можно выделить турбулентную компоненту

течения следующим образом:

V <np> = V V OF − V <p> (6.15)

Здесь индекс < np > обозначает турбулентную компоненту течения, которая

не является потенциальной.

Рис. 6.16. Результат разложения формы волны, полученной в модели двухфазного
течения VOF, на свободные волны 1-го порядка η(1) и связанные волны 2-го и 3-го
порядков η(2) + η(3). На графике рассмотрены все исследуемые гауссовы волновые

пакеты (6.4) с параметром k 0ζ0 = 0.2, 0.3, 0.4, 0.6, 0.8, 1.0.
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(а)

(б)

(в)

Рис. 6.17. Модуль скорости потенциальной компоненты течения |V <p>|, вычисленный с

помощью уравнений (6.13) опираясь на форму волны, полученную в модели

двухфазного течения VOF. Рассмотрены три гауссовых волновых пакета с параметрами

(а) k 0ζ0 = 0.2, (б) k 0ζ0 = 0.6, (в) k 0ζ0 = 1.0.

Вычисление амплитуд A(1), A(2) и A(3) осуществляется итерационно опи-

раясь на тот факт, что сумма η(1) + η(2) + η(3) (6.14) должна давать форму

волны, полученную в модели двухфазного течения VOF ηV OF , то есть

ηV OF = η(1) + η(2) + η(3) +O
(
ϵ4
)

(6.16)
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Иллюстрация процесса разложения формы волны ηV OF на отдельные компо-

ненты показана на рис. 6.16. График охватывает все рассматриваемые гаус-

совы волновые пакеты и показывает форму свободных волн η(1) и форму свя-

занных волн η(2) + η(3). Причем, их сумма с высокой точность соответствует

модели двухфазного течения VOF в соответствии с (6.16).

Распределения модуля скорости потенциальной компоненты течения, вы-

численные с использованием уравнений (6.13), представлены на рис. 6.17.

Для экономии места рассмотрены только три волновых пакета с парамет-

рами крутизны k 0ζ0 = 0.2, 0.6, 1.0. Поля скоростей наглядно демонстрируют

существенный рост модуля скорости вблизи гребня волн. Причем, чем боль-

ше параметр k 0ζ0 и, соответственно, выше высота гребня, тем более высокие

скорости жидкости наблюдаются. Так, на подрисунке (а) скорости жидкости

достигают величины ∼ 0.3 м/с С другой стороны, на подрисунке (в) скорости

превышают 0.6 м/с.

Рисунок 6.18 исследует распределение скоростей непотенциальной (тур-

булентной) компоненты течения, которые вычисляются при помощи зависи-

мости (6.15). Из рисунка видно, что распространение волнового пакета малой

крутизны (k0ζ0 = 0.2, подрисунок (а)) соответствует практически ламинар-

ному течению. С ростом параметра крутизны до k0ζ0 = 0.6 возникает об-

рушение волн, которое порождает вторичные турбулентные течения. Одна-

ко турбулентность в данном случае сконцентрирована в тоном слое вблизи

свободной поверхности. Проникновение турбулентных течений в толщу воды

незначительно.

При еще большем увеличении параметра крутизны до k0ζ0 = 1.0 обру-

шение волн существенно интенсифицируется, что вызывает формирование

устойчивых вихревых структур, которые отрываются от свободной поверхно-

сти и проникают в толщу воды. Очевидно, что при таком сценарии вторичные

турбулентные течения могут оказывать существенное влияние на несущее по-

тенциальное течение, показанное на рис. 6.17.
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(а)

(б)

(в)

Рис. 6.18. Модуль скорости турбулентной (непотенциальной) компоненты течения

|V <np>|, вычисленный с помощью выражения (6.15) опираясь на форму волны,

полученную в модели двухфазного течения VOF. Рассмотрены три гауссовых волновых

пакета с параметрами (а) k 0ζ0 = 0.2, (б) k 0ζ0 = 0.6, (в) k 0ζ0 = 1.0.

Для дальнейшего рассмотрения требуется ввести интегральную величи-

ну энергии турбулентной компоненты течения U<np>, а также аналогичную
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величину для осредненного несущего потенциального течения U<p>:

U<np> (x, t) =

∫ ∞

−∞
dy

∫ h

−h

1

2
ρ |V <np>|2 α1dz

U<p> (x, t) =

∫ ∞

−∞
dy

∫ h

−h

1

2
ρ |V <p>|2 α1dz

(6.17)

Здесь h - средняя глубина воды, ρ - плотность воды, а α1 - объемная кон-

центрация воды, которая добавлена для исключения из рассмотрения слоя

воздуха, присутствующего в двухфазной модели VOF. Обе величины (U<np>

и U<p>) представляют собой кинетические энергии турбулетного и несущего

течений, соответственно, проинтегрированный по всей толще воды воды h.

Эволюция энергии вторичного порожденного турбулентного течения

U<np> в пространстве и во времени показана на рис. 6.19 для волновых па-

кетов с параметрами крутизны k 0ζ0 = 0.6 (а) и k 0ζ0 = 1.0 (б). Видно, что в

обоих случаях порожденная энергия турбулентности сохраняется продолжи-

тельное время. Время жизни турбулентных структур значительно превыша-

ет время прохождения волновым пакетом исследуемой области пространства

6 м ≤ x ≤ 12 м.

Кроме того, отчетливо видно, что турбулентные структуры перемещают-

ся в пространстве с течением времени. Непосредственно после порождения

наблюдается их перемещение в направлении распространения волнового па-

кета. С другой стороны, по истечении некоторого времени, возможно некото-

рое перемещение турбулентных структур в обратном направлении. В целом,

структура турбулентности представляется достаточно сложной и запутанной.

Следует подчеркнуть, что показанная на рис. 6.19 турбулентность раз-

решается только в рамках точной модели двухфазного течения VOF. В то

же время, турбулентное течение исключается из рассмотрения в рамках ква-

зипотенциальной модели BEM и заменяется исследуемой полуэмпирической

моделью турбулентной вязкости. Можно предположить, что обратное воздей-
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ствие вторичного турбулентного течения на основное несущее течение, что

полностью исключено из рассмотрения в рамках модели BEM, может приво-

дит к столь большим отличиям в форме свободной поверхности, показанным

на рис. 6.15.

(а)

(б)

Рис. 6.19. Пространственно-временная диаграмма эволюции энергии турбулентной

компоненты течения U<np> (6.17), обезразмеренная по энергии основного несущего

потока U<p>. Черными линиями обозначены зоны ненулевой турбулентной вязкости

νt > 0, соответствующие рисунку 6.12. Рассмотрены два гауссовых волновых пакета (6.4)

с параметрами (а) k 0ζ0 = 0.6, и (б) k 0ζ0 = 1.0.

Очевидно, что требуется исправление неточностей, вызванных примене-

нием полуэмпирической модели турбулентной вязкости (см. рис. 6.15). Для
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этого необходимо упростить процессы, происходящие в турбулентной части

течения, и выделить основные закономерности.

6.4. Уточнение модели турбулентной вязкости для обрушиваю-

щихся волн

6.4.1. Эффект фазовой синхронизации

Основной отличительной чертой между гауссовыми волновыми пакетами

(6.4), рассмотренными в настоящем исследованием, является разная скорость

диссипации энергии основного несущего потока в турбулентность, показанная

на рис. 6.13. Для упрощения, графики на рис. 6.13 можно интерполировать

линейной зависимостью, изображенной пунктирными линиями на рис. 6.20.

(а) (б)

Рис. 6.20. Диссипация интегрального потока энергии E , переносимого волновым

пакетом, в энергию порожденной турбулентности: (а) размерная оценка потока энергии

E в модели VOF; (б) безразмерный поток энергии Ê = E/E0, где E0 = E(x = 0) - поток

энергии через поперечное сечение в начальной координате x = 0. Пунктиром нанесена

линия, полученная интерполяцией результатов моделирования VOF. Рассмотрены

четыре гауссовых волновых пакета (6.4), в которых наблюдается достаточно сильная

диссипация энергии несущего потока в турбулентность: k 0ζ0 = 0.4, 0.6, 0.8, 1.0.
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Размерная оценка потока энергии E , изображенная на рис. 6.20(а), ука-

зывает на значительный рост начального энергетического запаса волново-

го пакета по мере увеличения параметра крутизны k 0ζ0. Так, для вол-

нового пакета с k 0ζ0 = 0.4 наблюдается начальная величина потока энер-

гии порядка E ≈ 3.5 Дж/м. Двукратное увеличение параметра крутизны до

k 0ζ0 = 1.0 приводит к пятикратному увеличению начального потока энергии

до E ≈ 18 Дж/м. Таким образом, крутизна волнового пакета квадратичным

образом влияет на его энергетический запас.

На рис. 6.20(б) вводится безразмерный поток энергии Ê = E/E0 исполь-

зуя величину начального потока энергии E0 = E(x = 0), переносимого через

поперечное сечения в координате x = 0. Также вводится безразмерная коор-

дината вдоль гидроволнового лотка x̂ = x/λ0, где λ0 = 0.765 м - длина несу-

щей волны (6.4). Видно, что в безразмерном виде (подрисунок (б)) прямые

линейной интерполяции имеют одинаковую начальную координату и отлича-

ются только углом наклона. Причем, чем выше параметр крутизны k 0ζ0, тем

больше угол наклона прямых и, соответственно, выше скорость диссипации

энергии.

Тангенс угла наклона прямых на рис. 6.20(б) можно охарактеризовать

безразмерным градиентом:
•

E = −dÊ
dx̂

(6.18)

Величины
•

E в зависимости от крутизны волновых пакетов приведены в таб-

лице 6.1.

Для дальнейшего анализа, требуется ввести тригонометрическую форму

записи свободной волны η(1) (6.14):

η(1) (x) =
N∑
n=0

∣∣∣A(1)(k n)
∣∣∣ cos (k nx+ ξn) (6.19)

Здесь
∣∣A(1)(k n)

∣∣ - абсолютная величина амплитуды гармоники с волновым
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Таблица 6.1
Зависимость безразмерной скорости диссипации энергии в турбулентность
•

E (6.18) и скорости среднего течения Ṽ от параметра крутизны волнового
пакета k 0ζ0.

k 0ζ0
•

E Ṽ /cg0

0.3 0.00695
0.4 0.00852 4.02× 10−3

0.6 0.0196 2.0× 10−2

0.8 0.0284 4.08× 10−2

1.0 0.0313 4.94× 10−2

числом k n, а ξn - фаза соответствующей гармоники:

ξn = tan−1 Im
{
A(1)(k n)

}
Re
{
A(1)(k n)

} , (6.20)

n - номер гармоники свободной волны, N - полное количество гармоник в

дискретном спектре свободной волны.

Обозначая через η(1)V OF форму свободной волны, полученную в точной мо-

дели двухфазного течения, а чрез η(1)BEM - форму волны в квазипотенциальной

модели (см. рис. 6.15), можно отметить, что их отличие может быть вызвано

разницей в двух величинах:

• разницей в амплитудах
∣∣∣A(1)

V OF

∣∣∣ и
∣∣∣A(1)

BEM

∣∣∣,
• или разницей в фазах ξV OF и ξBEM .

Рисунок 6.21 исследует эволюцию амплитудного спектра волновых паке-

тов
∣∣∣A(1)

V OF

∣∣∣ и
∣∣∣A(1)

BEM

∣∣∣ с течением времени, полученную в двух исследуемых

моделях. Их графиков видно, что амплитудный спектр всех волновых пакетов

в момент времени t = 30 сек близок к гауссовой кривой, что связано с опреде-

лением исследуемых волновых пакетов (6.4). С течением времени (t = 35 сек

и t = 40 сек) форма спектра начинает искажаться вызывая рост амплитуд с

низким волновым числом и затухание гармоник с высоким волновым числом.

Этот процесс перетекания энергии между гармониками в спектре хорошо из-
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вестен [86, 90, 91, 92] и обсуждается в литературном анализе в разделе 1.3.2.

настоящей диссертации.

(а) (б)

(в) (г)

Рис. 6.21. Спектры свободных волн, полученные в моделях VOF (сплошная линия) и

BEM (пунктирная линия). На оси абсцисс отложены волновые числа k n = 2π/λn, где λn

- длина волны гармоники с номером n. Рассмотрены четыре гауссовых волновых пакета

(6.4) с параметрами крутизны k 0ζ0 = 0.4, 0.6, 0.8, 1.0. Разными цветами изображены

спектры, полученные в разные моменты времени t.

Основной вывод, который можно сделать из анализа спектров на рис. 6.21,

заключается в том, что отличия между моделями VOF и BEM незначитель-

ные и укладываются в погрешность численных решений с учетом того, что

модель VOF учитывает вязкое трение, а модель BEM нет. Также нельзя

выделить какой-либо закономерности в разнице между графиками. Таким

образом, разница в амплитудах
∣∣∣A(1)

V OF

∣∣∣− ∣∣∣A(1)
BEM

∣∣∣ не может быть причиной

столь драматичных отличий в форме свободной поверхности, показанной на
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рис. 6.15. Требуется более подробно исследовать поведение фазовых спектров

ξV OF и ξBEM .

Для дальнейшего исследования предлагается ввести разность фаз свобод-

ных волн ξn,V OF − ξn,BEM (n - номер гармоники в спектре), масштабирован-

ную по частоте несущей волны ω0 = 2π/T0 (период несущей волны составляет

T0 = 0.7 сек):
∆ξn
ω0T0

=
1

2π
(ξn,V OF − ξn,BEM) (6.21)

Рисунок 6.22 показывает зависимость разницы фаз между моделями ∆ξn от

волнового числа k n и от времени t. Течение времени показано меняющимся

цветом графиков от синего к красному.

Прежде всего, на рис. 6.22 прослеживается отчетливая закономерность

увеличения разности фаз ∆ξn с течением времени. Причем, разность фаз

увеличивается тем быстрее, чем больше волновое число k n (и, соответствен-

но, меньше длина волны λn). Кроме того, увеличение параметра крутизны

k 0ζ0 на графиках (а)–(г) приводит к ускорению роста разности фаз. Следует

особенным образом подчеркнуть, что разность фаз ∆ξn/(ω0T0) > 1 соответ-

ствует полному “обороту” (2π рад). То есть, величины, изображенные на гра-

фиках (рис. 6.22) являются чрезвычайно большими. Очевидно, что разность

фаз ∆ξn между моделями VOF и BEM является главной причиной отличия

форм свободной поверхности на рис. 6.15.

Можно выделить несколько основных параметров, от которых зависит

разность фаз ∆ξ: скорость диссипации энергии волны в турбулентность
•

E

(6.18), волновое число k и время t. Исследование показало, что графики,

изображенные на рис. 6.22, хорошо аппроксимируются следующей степенной

зависимостью:
∆ξ

ω0T0
= Ξ

[ •
E
]ΘE

[
k
k 0

]ΘK
[
t

T0

]ΘT

, (6.22)

где Ξ, ΘE , ΘK и ΘT - безразмерные постоянные аппроксимации. Значения по-

стоянных были найдены методом наименьших квадратов пользуясь данными
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с рис. 6.22, см. таблицу 6.2.

(а) (б)

(в) (г)

Рис. 6.22. Разность фаз ∆ξn/(ω0T0) свободных волн между моделями VOF и BEM (6.21).

Меняющимся цветом от синего к красному показаны различные моменты времени в

диапазоне 30 ≤ t/T0 ≤ 56.8. Рассмотрены гауссовы волновые пакеты (6.4) с различными

параметрами крутизны: (а) k 0ζ0 = 0.4, (б) k 0ζ0 = 0.6, (в) k 0ζ0 = 0.8, (г) k 0ζ0 = 1.0.

Таблица 6.2
Значения безразмерных коэффициентов в выражении (6.22), найденные

методом наименьших квадратов.

Ξ ΘE ΘK ΘT

5.02 1.926 2.362 1.2105

Аппроксимирующая зависимость (6.22) показана графически на рис. 6.23.

Видно, что она дает очень хорошее количественное совпадение с исходными
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графиками на рис. 6.22. Отчетливо видно нарастание разности фаз ∆ξ по

мере увеличения времени t и волнового числа k .

(а) (б)

(в) (г)

Рис. 6.23. Аппроксимация разности фаз ∆ξ/(ω0T0), показанной на рис. 6.22, при помощи

зависимости (6.22).

Фазовый сдвиг ∆ξ, описанный выше, впервые был обнаружен в работе

[394] и обозначен как явление фазовой синхронизации (phase locking). Оче-

видно, что данное явление не учтено в модели турбулентной вязкости, ис-

пользованной в для замыкания модели квазипотенциального течения BEM.

Также нужно предположить, что явление фазовой синхронизации вызвано,

прежде всего, присутствием вторичного турбулентного течения, исследован-

ного на рис. 6.18 и 6.19. На следующем этапе исследования требуется найти

связь (или, по крайней мере, сделать некоторые предположения) между вто-
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ричным турбулентным течением и явлением фазовой синхронизации.

6.4.2. Эмпирическая параметризация эффекта фазовой синхро-

низации для модели турбулентной вязкости

Согласно (6.14), полную фазу в выражении (6.19) можно записать как

χ (k , ω, t) = k x− ωt+ ξ (k , t) (6.23)

Угловую скорость можно выразить взяв производную от χ:

ω (k ) = −∂χ (k , ω, t)
∂t

= ωk − ∂ξ (k , t)
∂t

, (6.24)

где ωk - выражение для дисперсионного соотношения (1.61).

Подстановка (1.61) в (6.24) дает следующее выражение для круговой ча-

стоты:

ω (k ) =
√
gk tanh (k h)− ∂ξ (k , t)

∂t
(6.25)

Следует заметить, что эффект фазовой синхронизации не наблюдается в мо-

дели квазипотенциального течения BEM, а следовательно, фазовый сдвиг в

модели BEM отсутствует, т.е. ξ = 0. Тогда выражение (6.25) упрощается:

ωBEM =
√
gk tanh (k h) (6.26)

То есть, с некоторым допущением можно отметить, что дисперсионные свой-

ства волн в модели квазипотенциального течения BEM следуют линейному

дисперсионному соотношению.

Напротив, модель двухфазного течения VOF учитывает эффект фазовой

синхронизации, а фазовый сдвиг ∆ξ в рамках этой модели не исчезает. Учи-

тывая (6.26), можно записать дисперсионное соотношение для поверхностных
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волн в модели VOF:

ωV OF = ωBEM −
〈
∂∆ξ

∂t

〉
(6.27)

Скобки ⟨·⟩ обозначают некоторое осреднение по времени, которое требуется

исходя из того, что ∆ξ = ∆ξ (t) (6.22). Вычисление производной дает:

ωV OF = ωBEM

〈
1 + ΘTΞ

[ •
E
]ΘE

[
k
k 0

]ΘK
[
t

T0

]ΘT − 1
〉

(6.28)

Можно заметить, что (ΘT − 1) ∼ 0. Это исключает время из рассмотрения:

ωV OF = ωBEM

(
1 + ΘTΞ

[ •
E
]ΘE

[
k
k 0

]ΘK
)

(6.29)

На рис. 6.24 исследуются дисперсионные соотношения волновых пакетов,

вычисленные по результатам численного моделирования в моделях BEM и

VOF. Рассмотрен гауссов волновой пакет (6.4) с наибольшим параметром

крутизны k 0ζ0 = 1.0. Дисперсионные соотношения между круговыми часто-

тами и волновыми числами вычислены используя двумерное преобразование

Фурье в пространстве координат x− t.

Из рис. 6.24(а) видно, что модель двухфазного течения VOF показывает

значительное отличие дисперсионных свойств волн от дисперсионного соот-

ношения (1.61). Это вызвано присутствием турбулентных компонент течения

жидкости, которые не отражены в соотношении (1.61). Еще более важно то,

что дисперсионное соотношение (6.29), учитывающее эффект фазовой син-

хронизации, дает результат очень близкий к модели двухфазного течения

VOF. Исходя из этого можно предположить, что внесение поправок в дис-

персионные свойства модели BEM, путем исправления модели турбулентной

вязкости, должно устранить погрешности, показанные на рис. 6.15.

Графики на рис. 6.24(б) показывают зависимость фазовой скорости

cp = ω/k гармоник спектра от волнового числа k . Видно, что при отсутствии
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(а) (б)

Рис. 6.24. Дисперсионные соотношения, полученные при помощи двумерного
преобразования Фурье на основе результатов численного моделирования в моделях VOF

и BEM: (а) зависимость круговой частоты ω от волнового числа k ; (б) зависимость
фазовой скорости cp = ω/k от волнового числа k . В дисперсионное соотношение модели
BEM внесена поправка согласно (6.29), учитывающая эффект фазовой синхронизации,
вызванный наличием турбулентных компонент течения. Рассмотрен гауссов волновой
пакет (6.4) с наибольшим параметром крутизны k 0ζ0 = 1. Дисперсионное соотношение

1-го порядка (1.61) дано для сравнения.

турбулентных течений, дисперсионное соотношение 1-го порядка (1.61) ука-

зывает на увеличение скорости распространения волны по мере уменьшения

волнового числа k (увеличения длины волны λ ∼ 1/k ). С другой стороны,

эффект фазовой синхронизации, вызванный присутствием турбулентных те-

чений, приводит к искажению дисперсионного соотношения согласно (6.29).

А именно, фазовые скорости cp в меньшей степени зависят от волнового числа

k , а на достаточно больших k и вовсе перестают меняться.

Можно заметить, что полуэмпирическое дисперсионное соотношение

(6.29) можно переписать в другом виде:

ωV OF = ωBEM + k ×
(
ΘTΞ

•
E

ΘE
)
cp0

(
k
k 0

)ΘK−1

(6.30)

Замечая, что (ΘK − 1) ∼ 1, можно ввести некоторую среднюю по спектру фа-

зовую скорость cp = cp0 (k /k 0). Тогда полуэмпирическое дисперсионное соот-
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ношение запишется в следующей форме:

ωV OF = ωBEM + k × Ṽ ,

где Ṽ = ΘT Ξ cp
•

E
ΘE

(6.31)

Дисперсионное соотношение, записанное в форме (6.31), говорит о нали-

чии некоторого постоянного во времени и равномерного по глубине течения

со скоростью Ṽ [69, 70]. Величины скорости Ṽ легко вычисляются пользуясь

найденными эмпирическими постоянными (см. табл. 6.2) и сведены в табли-

цу 6.1.

Проведенный анализ показал, что несмотря на сложность и запутанность

турбулентных течений, порожденных обрушением поверхностных волн и по-

казанных на рис. 6.18, их обратное влияние на осредненное несущее тече-

ние эквивалентно присутствию некоторого постоянного во времени и равно-

мерного по глубине потока со скоростью Ṽ . Таким образом, дополнение мо-

дели турбулентной вязкости полуэмпирической параметризацией течения Ṽ

(см. таблицу 6.1) позволяет исключить погрешность моделирования формы

свободной поверхности, полученную на рис. 6.15.
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6.5. Выводы по главе

1. Проведены детальные численные и экспериментальные исследования

течения жидкости в гидроволновом лотке. Экспериментально доказа-

но, что обрушение гребня происходит в тот момент, когда лагранжева

скорость жидкой частицы на гребне волны Vfl сравнивается и начинает

превышать скорость самого гребня Vcr.

2. На основании данных исследований установлена величина эмпириче-

ской постоянной в кинематическом критерии обрушения волны непо-

средственно для разработанной численной модели, а именно Bx ≈ 1.

Установлена высокая точность кинематического критерия обрушения с

учетом откалиброванного коэффициента Bx. Погрешность определения

пространственной координаты начала обрушения волны не превышает

0.55% от длины гидроволнового лотка L.

3. Детальное исследование процесса диссипации энергии волнового пакета

в результате одного или нескольких событий обрушения показало вы-

сокую точность разработанной комбинации полуэмпирической модели

турбулентной вязкости и кинематического критерия обрушения. Даже в

случае диссипации 35% энергии волнового пакета в энергию вторичных

турбулентных течений, упрощенная квазипотенциальная модель BEM

показала очень близкие результаты по сравнению с точной моделью

двухфазного течения VOF.

4. Тем не менее, более подробное рассмотрение результатов моделирова-

ния показало наличие ошибки в форме поверхностной волны. Требуется

учесть, что при решении задач на практике особую роль играет именно

форма волны, которая определяет силовое воздействие на инженерное

сооружение.

5. Установлено, что ошибка в форме поверхностной волны вызвана т.н. эф-

фектом фазовой синхронизации (phase locking effect), впервые обнару-
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женном в настоящем исследовании. Данный эффект вызван порождени-

ем турбулентных течений при обрушении поверхностных волн, которые

оказывают обратное влияние на несущее осредненное течение, связан-

ное с поверхностной волной. Эффект фазовой синхронизации вызывает

искажение дисперсионных свойств волновой системы и, следовательно,

существенным образом сказывается на форме свободной поверхности

волны.

6. Предложена полуэмпирическая параметризация эффекта фазовой син-

хронизации, которая состоит в модификации дисперсионного соотноше-

ния путем добавления некоторого среднего течения Ṽ , определяемого

эмпирическим путем (см. таблицу 6.1). Таким образом, вся сложность

и запутанность вторичных турбулентных течений может быть упроще-

на до некоторого среднего равномерного по глубине воды течения со

скоростью Ṽ . Дополнение модели турбулентной вязкости указанным

течением позволяет решить проблему ошибки в форме свободной по-

верхности.

7. Созданный численный гидроволновой лоток требуется для разработ-

ки новых высокоточных алгоритмов автоматизированного управления

волнопродуктором (главы 7 и 8 настоящей диссертации).

8. Основные результаты исследований, обсуждаемых в настоящей главе,

опубликованы соискателем и его соавторами в ряде международных и

российский статей [347, 348, 349, 395, 396], а также обсуждены на меж-

дународных конференциях [350, 351]. В том числе, разработанный гид-

роволновой лоток и модель турбулентной вязкости были использованы

для решения задачи о выплескивании воды на сооружение береговой

защиты [395, 396].
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ГЛАВА 7

РАЗРАБОТКА АЛГОРИТМОВ АВТОМАТИЗИРОВАННОГО

УПРАВЛЕНИЯ ВОЛНОПРОДУКТОРОМ ДЛЯ

ГИДРОВОЛНОВЫХ ЛОТКОВ

7.1. Генерация волн при помощи волнопродуктора

Лабораторные и численные исследования бегущих поверхностных волн

на воде, а также их взаимодействия с морскими и прибрежными сооруже-

ниями, требуют генерации волновых пакетов наперед заданной формы. Для

этого используется специальный гидравлический агрегат, называемый вол-

нопродуктором; см. фотографии на рис. 7.1. Движение волнопродуктора с

высокой точностью контролируется компьютерными системами, обеспечива-

ющими нужное отклонение поверхности волнопродуктора в зависимости от

времени Θ(t); см рис. 6.1. Основная проблема состоит в пересчете формы

волны η(x = 0, t), т.е. возвышения свободной поверхности вблизи волнопро-

дуктора в координате x = 0, в функцию отклонения поверхности волнопро-

дуктора Θ(t).

(а) (б)

Рис. 7.1. Фотографии лабораторного шарнирно закрепленного волнопродуктора:
(а) большой гидроволновой лоток Тель-Авивского университета (Израиль), в котором

проводились экспериментальные исследования диссертантом; (б) волнопродуктор,
изготовленный компанией Edinburgh Designs (Англия).

Наиболее простая линейная теория волнопродуктора, применимая для
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волн исчезающей крутизны ϵ → 0 (1.57), т.е. для волн небольшой высоты,

была использована в главе 6. В рамках линейной теории волнопродуктора ис-

пользуется аналитическое выражение для передаточной функции Λ(ω), вели-

чина которой зависит от круговой частоты гармоники спектра ω; см. уравне-

ние (6.8). Выражение для пересчета формы волны η(x = 0, t) в функцию дви-

жения поверхности волнопродуктора Θ(t) принимает следующий вид (6.7):

Θ(ω, t) ∼ Λ (ω) η (ω, x = 0, t) (7.1)

Однако волны малой высоты (малой крутизны ϵ) не вызывают больших

силовых нагрузок на инженерные сооружения, а следовательно, они малоин-

тересны на практике. При генерации волн большой высоты (крутизна вол-

ны порядка ϵ ∼ 0.2...0.25) линейная теория волнопродуктора (7.1) приводит

к недопустимо большим погрешностям, а следовательно, теряет свою при-

менимость. Одни из первых разработок слабо-нелинейной теории волнопро-

дуктора, применимой для волн большой крутизны, можно найти в работах

[306, 307, 308].

Было показано, что наибольшую проблему при генерации волн большой

крутизны составляют так называемые “паразитные волны”, которые некон-

тролируемо формируются в связи с нелинейными свойствами уравнений гид-

родинамики (1.54) и (1.55) (нелинейные слагаемые отмечены символами I и

II). Предотвращение генерации паразитных волн оказалось сложной зада-

чей, которая в полной мере не решена и сегодня.

Для демонстрации порождения “паразитных волн” можно рассмотреть

генерацию монохроматической свободной волны η(x, t) = A
(1)
0 cos(k 0x− ω0t).

Для этого используется простое гармоническое движение волнопродукто-

ра поршневого типа X(t) = Z
(1)
0 cos(ω0t), где действительная амплитуда

Z
(1)
0 находится при помощи линейной теории (7.1). Параметры генериру-

емой волны выбраны следующим образом: период T0 = 3 с; круговая ча-
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стота ω0 = 2π/T0 = 2.094 рад/с; длина волны λ0 = 7.5 м; волновое число

k 0 = 2π/λ0 = 0.838 рад/м; крутизна волны ϵ = k 0A
(1)
0 = 0.1; амплитуда вол-

ны A
(1)
0 = 0.119 м; безразмерная глубина воды k 0h = 0.2π; средняя глубина

воды h = 0.7498 м.

Генерирование волны с указанными параметрами затруднено в лабора-

торных условиях. Исходя из этого, используется численный волновой лоток,

показанный на рис. 3.8. Рис. 7.2(а) показывает форму свободной поверхно-

сти воды η(x = const, t), полученную в трех координатах, а именно x ≈ 2.1 м,

x ≈ 6 м и x ≈ 9.3 м. Видно, что волна значительно отличается от ожидаемой

симметричной монохроматической формы. Более того, измерения в разных

координатах x приводят к разной форме волны.

(а)

(б)

Рис. 7.2. Результаты моделирования процесса генерации монохроматической свободной
волны в численном гидроволновом лотке: (а) форма свободной поверхности η = η(t),
измеренная в трех координатах x; (б) спектр формы свободной поверхности волны,

полученный при помощи быстрого преобразования Фурье FFT (η).

Пользуясь быстрым преобразованием Фурье FFT (η) можно вычислить

дискретный спектр формы свободной поверхности в различных координа-
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тах, как показано на рис. 7.2(б). На частоте ω/ω0 = 1 дискретного спектра

видна одна гармоника с мало меняющейся амплитудой, что соответствует

монохроматической свободной волне. На частотах ω/ω0 = 2, 3, ... возникают

связанные волны, неизбежно сопровождающие свободную волну в связи с

нелинейными свойствами уравнений (1.54) и (1.55). Однако в рассматривае-

мом случае, амплитуда связанных волн значительно меняется от координаты

к координате, что не должно происходить. Этим объясняется неправильная

несимметричная и непостоянная форма волны на рис. 7.2(а).

(а)

(б)

Рис. 7.3. То же, что и на рис. 7.2, для измерений в 32 координатах x.

Рисунок 7.3 показывает как меняется форма волны и соответствующий ей

спектр, измеренные в 32 координатах x. Все измерения отличаются друг от

друга приводя к неправильной форме волны. Очевидно, что генерирование

более сложного волнового пакета, содержащего множество частотных гармо-

ник, приведет к непредсказуемости формы волны в нужной координате x.

Большее понимание дает исследование пространственной формы свобод-

ной поверхности воды, которая представлена на рис. 7.4(а), а также соот-
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ветствующего ей дискретного спектра (б). Видно, что свободная поверхность

также крайне несимметрична и далека от требуемого монохроматического

вида. На дискретном спектре виден вклад свободной волны (ω0, k 0) и связан-

ной волны (2ω0, 2k 0), возникающей на двойной круговой частоте и двойном

волновом числе. Однако кроме этого, отчетливо проявляется еще одна вол-

на, также возникающая на частоте 2ω0, но на другом волновом числе k par.

Именно такие нежелательные волны носят название “паразитных”, а их по-

давление требует разработки сложных нелинейных алгоритмов управления

волнопродукторами.

(а)

(б)

Рис. 7.4. Результаты моделирования процесса генерации монохроматической свободной
волны в численном гидроволновом лотке: (а) пространственная форма свободной

поверхности η = η(x) в фиксированный момент времени; (б) спектр формы свободной
поверхности, полученный при помощи быстрого преобразования Фурье FFT (η).

Одна из наиболее полных слабо-нелинейных теорий волнопродуктора бы-

ла предложена Шаффером [309, 310]. Данная теория была получена методом

разложения по малому параметру ϵ [72, 73] отбрасывая члены 3-го и более
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высоких порядков (ϵ3 и выше), см. разложения (1.63) и (1.64). В связи с этим,

теорию Шаффера принято называть теорией 2-го порядка нелинейности. Ос-

новная идея состоит в воспроизведении полей скорости, связанных с волной,

при помощи перемещения поверхности волнопродуктора по сложному алго-

ритму. В качестве примера, на рис. 7.5 показаны поля скоростей 1-го и 2-го

порядков нелинейности по ϵ под монохроматической свободной волной, кото-

рые требуется получить путем перемещения поверхности волнопродуктора.

(а) (б)

Рис. 7.5. Мгновенные поля скоростей, вызванные распространением свободной
монохроматической волны в направлении слева направо: (а) поле скорости 1-го порядка

нелинейности по ϵ; (б) поле скорости 2-го порядка нелинейности по ϵ.

Несмотря на то, что теория Шаффера показала достаточно высокую точ-

ность генерации ряда нелинейных волновых пакетов, в некоторых случаях

она не позволяет полностью исключить возникновение паразитных волн. Это,

в первую очередь, объясняется ограниченностью точности нелинейными эф-

фектами 2-го порядка и пренебрежением эффектов более высокого порядка

нелинейности [311].

Кроме прочего, теория Шаффера оказалась сложной для практическо-

го применения. Ряд исследователей предложили альтернативные итерацион-

ные подходы, исключающие сложные теоретические построения, но при этом

требующие больших трудозатрат в лаборатории или в численных расчетах.

К упрощенным итерационным подходам можно отнести метод разделения

гармоник (harmonics separation technique) [397, 398, 399], а также альтерна-

тивный итерационный метод [392, 393, 400].
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Ряд исследователей предлагали усовершенствования механических и

электронных компонент волнопродуктора с целью повышения точности ге-

ренации волн. В частности, положительные результаты дало дополнение си-

стемы обратной связью по крутящему моменту, возникающему в механизмах

волнопродуктора (force-feedback method) [401, 402, 403, 404, 405]. Часть иссле-

дований было посвящено встраиванию слабо-нелинейных методов генерации

поверхностных волн в различные численные алгоритмы, в том числе в метод

HOSM (Higher-Order Spectral Method) [406, 407, 408]. Сравнительный анализ

различных методов генерации волн проведен в работе [312].

Все сложности генерации поверхностных волн большой крутизны отчет-

ливо проявились в рамках настоящего диссертационного исследования. Для

решения возникших сложностей предлагается альтернативный аналитиче-

ский слабо-нелинейный метод генерации волн, позволяющий расширить точ-

ность теории Шаффера до 3-го и даже более высоких порядков нелиней-

ности. Более того, предложенный метод позволяет существенно упростить

теоретические построения за счет использования в качестве основы хорошо

разработанных упрощенных моделей слабо-нелинейных поверхностных волн,

таких как уравнение Захарова или нелинейное уравнение Шредингера (да-

лее по тексту). Полученный таким образом алгоритм автоматизированного

управления волнопродуктором позволяет решить ряд важных практических

проблем генерации поверхностных волн конечной амплитуды.

7.2. Алгоритм на основе уравнения Захарова

В основе данного алгоритма лежит слабо-нелинейное уравнение Захарова

(1.68) для спектра комплексных амплитуд свободных волн A(1); см. уравне-

ния (1.60) и (1.66) [75, 77, 78, 79, 80, 81, 82]. Также требуется учесть, в общем

случае, существование связанных волн 2-го, 3-го и более высоких порядков

по ϵ; см. разложения (1.63) и (1.64). В рамках настоящего раздела, рассмат-
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риваются только связанные волны 2-го порядка по ϵ, задаваемые уравнением

(1.71).

Форма бегущей волны, получаемая из решения уравнения Захарова,

включает в себя вклад свободных волн 1-го порядка η(1)(x, t), а также вклад

связанных волн 2-го порядка η(2)(x, t):

η(1) (x, t) =
1

2
A(1)ei(k

(1)x−ω(1)t) + к.с.

η(2) (x, t) =
1

2
A(2)ei(k

(2)x−ω(2)t) + к.с.
(7.2)

Здесь спектр комплексных амплитуд A(1) известен и наперед задан, а вол-

новые числа k (1) связаны с круговыми частотами ω(1) линейным дисперси-

онным соотношением (1.61); “к.с.” обозначает комплексное сопряжение. В то

же время, спектр комплексных амплитуд связанных волн 2-го порядка A(2),

а также их волновые числа k (2) и круговые частоты ω(2), заранее неизвестны

и определяются уравнением (1.71).

Для дискретного спектра свободных волн 1-го порядка A(1)
(
ω(1), k (1)

)
требуется рассмотреть все возможные пары гармоник. Для конкретиза-

ции, рассматриваются гармоники с номерами m и n, т.е. A(1)
m

(
ω
(1)
m , k (1)

m

)
и

A
(1)
n

(
ω
(1)
n , k (1)

n

)
. Тогда, согласно [79, 80, 82], для каждой пары гармоник m

и n образуются три связанных волны 2-го порядка, определяемые решением

уравнения (1.71):
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

ω
(2)
1 = ω

(1)
m + ω

(1)
2

k (2)
1 = k (1)

m + k (1)
n

A
(2)
1 = −π

√
2g
√
gk (2)

1 tanh(k (2)
1 h)

ω
(1)
m ω

(1)
n

×

×
V <1>

(√
gk (2)

1 tanh(k (2)
1 h), ω(1)

m , ω
(1)
n , k (2)

1 , k (1)
m , k (1)

n

)
√
gk (2)

1 tanh(k (2)
1 h)−ω(1)

m −ω(1)
n

× A
(1)
m A

(1)
n

(7.3)



ω
(2)
2 = −ω(1)

m + ω
(1)
2

k (2)
2 = −k (1)

m + k (1)
n

A
(2)
2 = −π

√
2g
√
gk (2)

2 tanh(k (2)
2 h)

ω
(1)
m ω

(1)
n

×

×
V <2>

(√
gk (2)

2 tanh(k (2)
2 h), ω(1)

m , ω
(1)
n , k (2)

2 , k (1)
m , k (1)

n

)
√
gk (2)

2 tanh(k (2)
2 h)+ω(1)

m −ω(1)
n

× A
(1)
m

∗
A

(1)
n

(7.4)



ω
(2)
3 = −ω(1)

m − ω
(1)
2

k (2)
3 = −k (1)

m − k (1)
n

A
(2)
3 = −π

√
2g
√
gk (2)

3 tanh(k (2)
3 h)

ω
(1)
m ω

(1)
n

×

×
V <3>

(√
gk (2)

3 tanh(k (2)
3 h), ω(1)

m , ω
(1)
n , k (2)

3 , k (1)
m , k (1)

n

)
√
gk (2)

3 tanh(k (2)
3 h)+ω(1)

m +ω
(1)
n

× A
(1)
m

∗
A

(1)
n

∗

(7.5)

В уравнениях V <1>, V <2> и V <3> - так называемые ядра теории Захарова,

выражения которых приведены в приложении 1, уравнения (1.7); g - ускоре-

ние свободного падения; h - средняя глубина воды; ∗ - комплексное сопря-

жение. Следует подчеркнуть, что вся сложность задачи сконцентрирована в

ядрах (1.7), выражения которых уже найдены в рамках теории Захарова. Это

значительно упрощает дальнейшие построения и является главной причиной

применения рассматриваемого подхода.

Зная решение для свободных и связанных поверхностных волн (7.2), мож-

но определить профиль скорости бегущей волны в поперечном сечении x = 0,

где расположен волнопродуктор. Для свободной волны η(1) (x, t) профиль го-
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ризонтальной компоненты скорости запишется следующим образом:

∂φ(1)

∂x
(x, z, t) = −η(1)κ(1)cosh

(
k (1) (h+ z)

)
κ(1) =

gk (1)

ω(1)cosh
(

k (1)h
) (7.6)

Выражение для горизонтальной компоненты скорости связанной волны:

∂φ(2)

∂x
(x, z, t) = −η(2)κ(2)cosh

(
k (2) (h+ z)

)
κ(2) =

3ω(2)

sinh
(

k (2)h
)(

2 + cosh
(

k (2)h
)) (7.7)

Генерация найденной слабо-нелинейной волны требует воспроизведения

компонент скорости свободной (7.6) и связанной волны (7.7) путем переме-

щения поверхности волнопродуктора (рис. 6.1 и 7.1) по специальным образом

построенной закономерности. Нахождение данной закономерности требует

рассмотрения нелинейного граничного условия на движущейся поверхности

волнопродуктора.

7.2.1. Нелинейное граничное условие на волнопродукторе

Существует несколько типов волнопродукторов, широко распространен-

ных в лабораторных гидроволновых лотках и бассейнах. Схематично они по-

казаны на рис. 7.6. Подобное геометрическое представление позволяет гибко

варьировать конфигурацию и, тем самым, охватить почти все имеющиеся ти-

пы волнопродукторов. Например, выбор величины L→ ∞ позволяет описать

волнопродуктор поршневого типа. С другой стороны L = 0 дает волнопро-

дуктор шарнирно закрепленный на дне лотка. Выбор −h < L < 0 приводит

к шарнирному закреплению выше дна лотка.
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Рис. 7.6. Принципиальная схема

волнопродуктора: h - средняя глубина воды;

L - расположение шарнира; X(t) - смещение

поверхности волнопродуктора на уровне

свободной поверхности воды z = 0.

Вместо угловой координаты Θ(t),

использованной выше по тексту,

удобно ввести другую параметриза-

цию горизонтального смещения то-

чек на поверхности волнопродукто-

ра: x = X(t)f(z), где f(z) - так назы-

ваемая функция формы. В соответ-

ствии с рис. рис. 7.6, функция формы

задается следующим выражением:

f(z) = 1 +
z

h+ L
(7.8)

Геометрическое положение точек на

поверхности волнопродуктора опре-

деляется функцией F :

F (x, z, t) = x−X(t)f(z) = 0 (7.9)

Тогда условие непроницаемости на поверхности волноподуктора в стандарт-

ной форме запишется [69, 309]:(
∂F

∂t
+ V · ∇F

)
F=0

= 0 (7.10)

Подстановка вектора скорости V = {Vx, Vz} для плоской задачи в (7.10),

а также подстановка определения функции F (7.9) приводит к следующему

нелинейному граничному условию:(
Vx − VzX(t)

df(z)

dz
− U(t)f(z)

)
x=X(t)

= 0, (7.11)

где U(t) = dX/dt - мгновенная скорость поверхности волнопродуктора на
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уровне воды, т.е. для z = 0. Нелинейность уравнения (7.11) обуславливается,

прежде всего, тем, что оно задано на подвижной поверхности x = X(t). Для

дальнейшего анализа требуется обойти указанные сложности путем разложе-

ния уравнения (7.11) в ряд Тейлора вокруг x = 0. Пренебрегая слагаемыми

3-го и более высоких порядков, можно записать:(
Vx − VzX

df(z)

dz
− Uf(z)

)
x=0

+Xf(z)
∂

∂x

(
Vx − VzX

df(z)

dz
− Uf(z)

)
x=0

= 0

(7.12)

В отличие от нелинейного уравнения (7.11), полученное граничное усло-

вие (7.12) пренебрегает частью эффектов и, поэтому, называется слабо-

нелинейным.

Подстановка определения скорости для потенциального течения

V = −∇φ дает:

∂φ

∂x

∣∣∣∣
x=0

=

(
∂φ

∂z
X
df(z)

dz
− Uf(z)−Xf(z)

∂2φ

∂x2
+X2f(z)

df(z)

dz

∂2φ

∂z∂x

)
x=0
(7.13)

В левой части полученного уравнения располагается профиль скорости бе-

гущей волны в сечении волнопродуктора (x = 0), состоящий из свободных

(7.6) и связанных волн 2-го порядка по ϵ (7.7). Задача состоит в том, что-

бы подобрать такой закон движения волнопродуктора U(t) = dX/dt, чтобы

равенство (7.13) выполнилось.

Решение уравнения (7.13) возможно методом разложения по малому па-

раметру ϵ (1.57). Для этого, в дополнение к разложениям (1.63) и (1.64),

вводятся следующие разложения:

X = ϵX(1) + ϵ2X(2) +O
(
ϵ3
)

(7.14)

U = ϵU (1) + ϵ2U (2) +O
(
ϵ3
)

(7.15)

Подстановка разложений (1.63), (1.64), (7.14) и (7.15), ограничиваясь слага-
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емыми 2-го порядка по ϵ, позволяет разбить уравнение (7.13) на три более

простых линейных уравнения, решаемых последовательно:

U (1)(t)f(z) = − ∂φ(1)

∂x

∣∣∣∣
x=0

(7.16)

U (2)(t)f(z) = − ∂φ(2)

∂x

∣∣∣∣
x=0

(7.17)

U
(2)
d (t)f(z) = −

∂φ
(2)
d

∂x

∣∣∣∣∣
x=0

+X(1)

(
∂φ(1)

∂z

∂f

∂z
− f

∂2φ(1)

∂x2

)
x=0

(7.18)

7.2.2. Решение 1-го порядка нелинейности

Решение на 1-ом порядке по ϵ получается подстановкой профиля скорости

свободной волны (7.6) в уравнение (7.16). Для выделенной гармоники свобод-

ных волн с амплитудой A(1), частотой ω(1) и волновым числом k (1), указанная

подстановка приводит к выражению:

U (1)(t)f(z)︸ ︷︷ ︸
волнопродуктор

=
1

2
κ(1)cosh

(
k (1) (h+ z)

)(
A(1)e−iω

(1)t
)

︸ ︷︷ ︸
свободная бегущая волна

+
∑
∞

EM + к.с., (7.19)

где
∑

∞ EM - бесконечный ряд стоячих волн (“Evanescent Modes”), наблюда-

емых в непосредственной близости от волнопродуктора и экспоненциально

затухающих по мере удаления от последнего. Согласно [69], для координат

x > 3h стоячие волны фактически полностью исчезают. Коэффициент κ(1)

задан в выражении (7.6).

Исходя из того, что стоячие волны не вносят вклад в форму свободной

поверхности даже на небольшом удалении от волнопродуктора, ими можно

пренебречь и исключить из уравнения (7.19) пользуясь свойством их ортого-

нальности бегущей волне. Окончательное решение для движения волнопро-

дуктора на первом порядке по ϵ запишется в стандартной форме [69]:

U (1)(t) =
1

2
Λ(1)

(
κ(1), k (1)

)
A(1)e−iω

(1)t + к.с., (7.20)



310

где Λ(1)
(
κ(1), k (1)

)
- передаточная функция для свободных волн 1-го порядка

по ϵ; A(1) - известная амплитуда выделенной гармоники свободных волн.

В отличие от классической передаточной функции 1-го порядка по ϵ (6.8),

можно получить универсальное выражение для передаточной функции лю-

бого n-го порядка, что будет использовано в дальнейшем:

Λ(n)
(
κ(n), k (n)

)
=
κ(n)

∫ 0

−h cosh2
(

k (n) (h+ z)
)
dz∫ 0

−h f(z)cosh
(

k (n) (h+ z)
)
dz

=

=
κ(n)k (n) (h+ L)

(
sinh

(
2k (n)h

)
+ 2k (n)h

)
4
(
1− cosh

(
k (n)h

)
+ k (n) (h+ L) sinh

(
k (n)h

))
(7.21)

Коэффициент κ(n) задается выражениями (7.6) или (7.7), в зависимости от

требуемого порядка n.

7.2.3. Решение 2-го порядка нелинейности

На 2-м порядке по ϵ требуется учесть вклад связанных волн путем подста-

новки профиля скорости (7.7) в уравнение (7.17). Аналогично предыдущему

разделу, решение полученной задачи можно записать в следующем виде:

U (2)(t) =
1

2
Λ(2)

(
κ(2), k (2)

)
A(2)e−iω

(2)t + к.с., (7.22)

Амплитуды связанных волн A(2), а также соответствующие частоты ω(2), яв-

ляются решением уравнения Захарова и даны выше по тексту, см. уравне-

ния (7.3), (7.4), (7.5). Универсальное выражение для передаточной функции

Λ(2)
(
κ(2), k (2)

)
также приведено выше по тексту, см. уравнение (7.21).

Помимо связанных волн, требуется учесть вклад уравнения (7.18) в об-

щее решение задачи. В том случае, если движение волнопродуктора на этом

порядке будет отсутствовать, т.е. если положить U (2)
d = 0, то уравнение (7.18)
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преобразуется к следующему:

∂φ
(2)
d

∂x

∣∣∣∣∣
x=0

= X(1)

(
∂φ(1)

∂z

∂f

∂z
− f(z)

∂2φ(1)

∂x2

)
x=0

(7.23)

Подстановка решения на 1-ом порядке (7.2), (7.6) и (7.20) в полученное урав-

нение приводит к:

∂φ
(2)
d

∂x

∣∣∣∣∣
x=0

= κdP (z)
∣∣∣A(1)

∣∣∣2︸ ︷︷ ︸
F=0

−1

2
κdP (z)

(
A(1)

)2
e−i2ω

(1)t + к.с. (7.24)

Здесь F - некоторое среднее течение, которое исключается из рассмотре-

ния в связи с невозможностью его компенсации движением волнопродуктора.

Функция P (z) и коэффициент κd даны следующеми выражениями:

P (z) = sinh
(

k (1) (h+ z)
)
+ k (1) (h+ L+ z) cosh

(
k (1) (h+ z)

)
κd = Λ(1) gk (1)

2 (h+ L)ω(1)2cosh
(

k (1)h
) (7.25)

Второе слагаемое в выражении (7.24) приводит к формированию “пара-

зитных” волн, которые требуется исключить ненулевым движением волно-

продуктора U (2)
d = dX

(2)
d /dt. Добавляя в рассмотрение бесконечный ряд сто-

ячих волн (“Evanescent Modes”) аналогично разделу 7.2.2., можно получить

решение для U (2)
d в виде (7.26). Здесь вводится волновое число k 2ω, получа-

емое численным решением дисперсионного соотношения (1.61) относительно

круговой частоты 2ω(1); то есть, из численного решения следующего уравне-

ния: (
2ω(1)

)2
= gk 2ω tanh (k 2ωh)
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U
(2)
d = −κdk 2ω

2 (h+ L)×G× 1

2

(
A(1)

)2
e−i2ω

(1)t + к.с.

G =
1

2

1

1− cosh (k 2ωh) + k 2ω (h+ L) sinh (k 2ωh)
×

×

 k 2ω(
k (1) − k 2ω

)2 − k 2ω(
k (1) + k 2ω

)2 + k 2ωcosh
((

k (1) + k 2ω

)
h
)

(
k (1) + k 2ω

)2 +

+
k (1) (h+ L) sinh

((
k (1) + k 2ω

)
h
)

k (1) + k 2ω

+

+
k (1)

(
k (1) − k 2ω

)
(h+ L) sinh

((
k (1) − k 2ω

)
h
)

(
k (1) − k 2ω

)2 −

−
k 2ωcosh

((
k (1) − k 2ω

)
h
)

(
k (1) − k 2ω

)2


(7.26)

7.2.4. Случай расположения шарнира выше дна лотка (L < 0)

Особый случай составляет расположение шарнира волнопродуктора выше

дна гидроволнового лотка. Этот случай описывается отрицательной величи-

ной L < 0, как показано на рис. 7.6, а также кусочно-гладкой функцией

формы f(z):

f(z) =


1 +

z

h+ L
, z > −h− L

0, z ≤ −h− L

(7.27)

Выполняя аналогичные вычисления можно заметить, что передаточная

функция n-го порядка будет несколько отличаться от (7.21):

Λ(n)
(
κ(n), k (n)

)
=

κ(n)k (n) (h+ L)
(
sinh

(
2k (n)h

)
+ 2k (n)h

)
4
(
cosh

(
k (n)L

)
− cosh

(
k (n)h

)
+ k (n) (h+ L) sinh

(
k (n)h

))
(7.28)
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Также будет отличаться функция профиля скорости P (z) (7.25):

P (z) =


sinh

(
k (1) (h+ z)

)
+ k (1) (h+ L+ z) cosh

(
k (1) (h+ z)

)
,

z > −h− L

0, z ≤ −h− L

κd = Λ(1) gk (1)

2 (h+ L)ω(1)2cosh
(

k (1)h
)

Это приводит к другому выражению для компоненты скорости волнопродук-

тора U (2)
d (7.26):

U
(2)
d = −κdk 2ω

2 (h+ L)×G× 1

2

(
A(1)

)2
e−i2ω

(1)t + к.с.

G =
1

cosh (k 2ωL)− cosh (k 2ωh) + k 2ω (h+ L) sinh (k 2ωh)
×

× 1(
k (1)2 − k 2

2ω

)2 {k 3
2ω (σ1σ2 − σ3σ4)− k (1)3k 2ω (h+ L)σ2σ5 +

+ k (1)4 (h+ L)σ1σ6 − k (1)2k 2ω (σ3σ4 − σ1σ2 + k 2ω (h+ L)σ1σ6) +

+ k (1)k 2
2ω (k 2ω (h+ L)σ2σ5 − 2σ5σ6 + 2σ7σ8)

}
(7.29)

Здесь введены следующие обозначения:

σ1 = sinh
(

k (1)h
)

σ2 = sinh (k 2ωh)

σ3 = sinh
(

k (1)L
)

σ4 = sinh (k 2ωL)

σ5 = cosh
(

k (1)h
)

σ6 = cosh (k 2ωh)

σ7 = cosh
(

k (1)L
)

σ8 = cosh (k 2ωL)

7.2.5. Полное слабо-нелинейное решение

Полное решение для движения волнопродуктора на основе теории Заха-

рова, включающее вклады 1-го и 2-го порядков по ϵ, состоит из суммы (7.20),
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(7.22), (7.26) или (7.29). Таким образом, для генерации волны, заданной вы-

ражением

η (x, t) =
1

2

∑
A(1)ei(k

(1)x−ω(1)t) +
1

2

∑
A(2)ei(k

(2)x−ω(2)t) + к.с., (7.30)

требуется перемещать поверхность волнопродуктора по следующей законо-

мерности:

X (t) =
1

2

∑
Z(1)e−iω

(1)t +
1

2

∑
Z(2)e−iω

(2)t +
1

2

∑
Z

(2)
d e−i2ω

(1)t + к.с. (7.31)

Комплексные амплитуды Z(1), Z(2) и Z(2)
d получаются путем интегрирования

решения U(t) = U (1) + U (2) + U
(1)
d :

X(t) =

∫
U(t)dt =

∫ (
U (1) + U (2) + U

(1)
d

)
dt (7.32)

Для демонстрации формы полученного решения, рассматривается наибо-

лее простой случай генерации монохроматической свободной волны на часто-

те ω(1) = ω, которая сопровождается возникновением связанной волны на ча-

стоте ω(2) = 2ω. Генерация волны происходит при помощи волнопродуктора

поршневого типа предполагая L→ ∞; см. рис. 7.6. В этом случае, функция

движения волнопродуктора будет включать три компоненты:

X(t) =
1

2
Z(1)e−iωt +

1

2
Z(2)e−i2ωt +

1

2
Z

(2)
d e−i2ωt + к.с. (7.33)

Вид отдельных компонент функции X(t), а также их сумма (7.33), пока-

заны на рис. 7.7(а). Видно, что включение поправок второго порядка X(2) и

X
(2)
d приводит к отклонению движения волнопродуктора от синусоиды, делая

график несимметричным. Ожидается, что такое искажение движения волно-

продуктора должно привести к исключению или существенному уменьшению

“паразитных волн”.
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(а)

(б)

Рис. 7.7. Координата X (а) и скорость U (б) волнопродуктора в зависимости от времени.
Графики получены для монохроматической свободной волны при помощи метода на
основе уравнения Захарова, см. формулу (7.33). Безразмерная глубина воды выбрана
равной k (1)h = 0.77, а крутизна волны ϵ = k (1)A(1) = 0.3. Величина T - период волны,
равный T = 2π/ω. Предполагается использование волнопродуктора поршневого типа,

который задается устремлением положения шарнира в бесконечность (L→ ∞).

График мгновенной скорости волнопродуктора
∑
U = d (

∑
X) /dt, пока-

занный на рис. 7.7(б), имеет более выразительные отличия от простого моно-

хроматического графика U (1), получаемого в рамках линейной теории волн.

Добавление поправок второго порядка U (2) и U (2)
d дает плоскую форму в ниж-

ней точки графика и, одновременно с этим, более острую форму в верхней

точке. Это также говорит о том, что скорость волнопродуктора при движе-

нии в прямом направлении (в положительном направлении оси x) достигает

бо’льших величин, по сравнению с движением в обратном направлении.
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7.3. Алгоритм на основе нелинейного уравнения Шредингера

Алгоритм на базе уравнения Захарова, представленный в предыдущем

разделе, учитывает нелинейности задачи вплоть до 2-го порядка по ϵ. Вклю-

чение в алгоритм нелинейностей 3-го порядка может привести к повышению

точности генерации волн. Тем не менее, в рамках теории Захарова, данный

процесс достаточно трудоёмок и приводит к чрезмерно громоздким алгебра-

ическим выражениям, что вызвано использованием спектрального представ-

ления поверхностных волн; см. уравнение (1.62) или (6.5).

Альтернативная форма записи волнового пакета может быть построена

на основе комплексной огибающей и модуляции, как уже было сделано в

разделе 6.2.; см. уравнение (6.4). В общем случае, обозначая комплексную

огибающую символом ψ(x, t) и предполагая ее медленное изменение как в

пространстве, так и во времени, форму свободной поверхности волнового па-

кета можно записать в следующем виде:

η (x, t) =
1

2
ψ (x, t)︸ ︷︷ ︸

огибающая

ei(k 0x−ω0t)︸ ︷︷ ︸
модуляция

+к.с. (7.34)

Здесь k 0 и ω0 - волновое число и круговая частота несущей волны, опреде-

ляющей модуляцию комплексной огибающей ψ(x, t).

Захаровым было показано [77], что уравнение (1.68) можно свести к более

простому случаю предполагая, что спектр волнового пакета является узкопо-

лосным, и основной вклад вносит гармоника с волновым числом k 0 и круго-

вой частотой ω0. Ширина спектра предполагается исчезающе малой, то есть

∆ω/ω0 ≪ 1. В этом случае, уравнение Захарова (1.68) можно свести к:

−i∂Ψ
∂ξ

+ α
∂2Ψ

∂τ 2
+ β |Ψ|2Ψ = 0 (7.35)
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В уравнении введены следующие безразмерные величины:

Ψ = ψ/ψ0 Безразмерная огибающая

ξ = ϵ2x Безразмерная координата

τ = ϵ (t− x/cg) Безразмерное время

(7.36)

Здесь параметр ψ0 = const. Безразмерная огибающая меняется как в про-

странстве, так и во времени, т.е. Ψ = Ψ(ξ, τ), а крутизна (1.57) несущей вол-

ны определяется как

ϵ = k 0ψ0 (7.37)

Уравнение (7.35) принято называть нелинейным (кубическим) уравнени-

ем Шредингера для поверхностных волн на воде [70, 77, 409]. Данное уравне-

ние имеет широкое распространение в задачах механики поверхностных волн

[81, 410, 411, 412, 413, 414]. Некоторые решения уравнения (7.35) называются

“бризерами” [415, 416, 417, 418] и служат одним из прототипов волн-убийц

(см. рис. 3.3), имеющих огромное значение для инженерной практики. Еще

одним преимуществом нелинейного уравнения Шредингера (7.35) является

относительная простота, обеспечивающая быстрое численное решение при

помощи специальных численных алгоритмов [419], что немаловажно для ин-

женерных проблем.

Существует несколько вариантов определения безразмерных коэффици-

ентов α и β в уравнении (7.35). Наиболее универсальные выражения коэффи-

циентов, справедливые для широкого диапазона режимов распространения

волн на воде, записываются следующим образом [410]:
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α = − 1

2c3g

∂cg
∂k

; n =
1

2

(
1 +

2k 0h

sinh (2k 0h)

)
; cg = n

ω0

k 0

β =
k 3
0

n

{
cosh (4k 0h) + 8− 2 tanh2 (k 0h)

16 sinh4 (k 0h)
−

− 1

2 sinh2 (2k 0h)

(
2 cosh2 (k 0h) + n

)2
k 0h/ tanh (k 0h)− n2

} (7.38)

Пользуясь преимуществами нелинейного уравнения Шредингера, реше-

ние для формы бегущей волны (возвышения свободной поверхности η) можно

расширить до 3-го порядка по ϵ для повышения точности алгоритма управле-

ния волнопродуктором. В этом случае, форма свободной поверхности будет

включать в себя вклад свободных волн 1-го порядка η(1)(x, t), а также вклады

связанных волн 2-го и 3-го порядков, а именно η(2)(x, t) и η(3)(x, t), см. урав-

нения (7.39).

Поля скоростей жидкости, связанные с поверхностными волнами (7.39),

определяются гидродинамическими потенциалами (7.40). В отличие от алго-

ритма на основе уравнения Захарова (см. уравнения (7.6) и (7.7)), учитыва-

ющего вклады 1-го и 2-го порядков по ϵ, алгоритм управления волнопродук-

тором на основе уравнения Шредингера повышает точность генерации волн

за счет учета поля скоростей связанных волн 3-го порядка φ(3). Также в рас-

смотрении появляется вклад 2-го порядка в поле скоростей свободных волн,

обозначенный как φ(2)
ψ . Данный вклад отсутствует в теории Захарова и связан

с особенностями решения на основе нелинейного уравнения Шредингера.
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η (x, t) = η(1) + η(2) + η(3) +O
(
ϵ4
)

η(1) =
1

2
ψ0Ψ(x, t) ei(k 0x−ω0t) + к.с.

η(2) =
1

2

ψ2
0k 0

4

cosh (k 0h) (2 + cosh (2k 0h))

sinh3 (k 0h)
Ψ2 (x, t) ei2(k 0x−ω0t) + к.с.

η(3) =
1

2

ψ3
0k 0

24

{
23k 0 − 9ω0

sinh4 (k 0h)
+

+
3 (4ω0 − 3k 0) cosh (2k 0h)

sinh4 (k 0h)
+

+
(4k 0 − 3ω0) cosh (4k 0h)

sinh4 (k 0h)

}
Ψ3 (x, t) ei3(k 0x−ω0t) + к.с.

(7.39)

φ (x, z, t) = φ(1) + φ
(2)
ψ + φ(2) + φ(3) +O

(
ϵ4
)

φ(1) =
i

2

ψ0g

ω0 cosh (k 0h)
cosh (k 0 (h+ z))Ψ (x, t) ei(k 0x−ω0t) + к.с.

φ
(2)
ψ =

i

2

ψ0ω0

k 0 sinh (k 0h)
(h+ z) sinh (k 0 (h+ z))×

×
{
ϵ
∂

∂ξ
− 1

cg

∂

∂τ

}
Ψ(ξ, τ) ei(k 0x−ω0t) + к.с.

φ(2) =
i

2

3ψ2
0ω0

8 sinh4 (k 0h)
cosh (2k 0 (h+ z))Ψ2 (x, t) ei2(k 0x−ω0t) + к.с.

φ(3) =
i

2

ψ3
0k 0ω0

72

5 + 30 cosh (2k 0h) + cosh (4k 0h)

sinh5 (k 0h) (2 cosh (2k 0h)− 1)
×

× cosh (3k 0 (h+ z))Ψ3 (x, t) ei3(k 0x−ω0t) + к.с.

(7.40)

Дальнейшие действия для построения алгоритма управления волнопро-

дуктором полностью совпадают с тем, что было сделано в разделе 7.2.. Таким

образом, требуется рассмотреть нелинейное граничное условие на движущей-

ся поверхности волнопродуктора и найти такую закономерность её движения,

при которой будет воспроизведено поле скоростей, заданное гидродинамиче-

ским потенциалом (7.40).
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7.3.1. Нелинейное граничное условие на волнопродукторе

Для учета нелинейностей 3-го порядка по ϵ требуется расширить ряд Тей-

лора (7.12) еще одним слагаемым:(
X
∂φ

∂z

∂f

∂z
− ∂φ

∂x
− dX

dt
f

)
x=0

+Xf
∂

∂x

(
X
∂φ

∂z

∂f

∂z
− ∂φ

∂x
− dX

dt
f

)
x=0

+

+
X2f 2

2

∂2

∂x2

(
X
∂φ

∂z

∂f

∂z
− ∂φ

∂x
− dX

dt
f

)
x=0

+O

((
X

h

)3
)

= 0

(7.41)

Функция формы f(z) по-прежнему задана формулой (7.8), а отклонение вол-

нопродуктора X(t) от начального положения отсчитывается на уровне сво-

бодной поверхности спокойной воды, как показано на рис. 7.6.

Дополнение разложений по малому параметру (1.63), (1.64), (7.14) и (7.15)

слагаемыми 3-го порядка по ϵ и последующая подстановка полученных раз-

ложений в (7.41) приводит к серии уравнений (7.42)–(7.47). Следует отме-

тить, что записанная серия уравнений включает дополнительные уравнения,

отсутствующие в методе, основанном на теории Захарова; см. (7.16)–(7.18).

Включенные в рассмотрение уравнения позволяют учесть дополнительные

слабо-нелинейные свойства задачи и, тем самым, повысить точность генера-

ции поверхностных волн.
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dX(1)

dt
f = − ∂φ(1)

∂x

∣∣∣∣
x=0

(7.42)

dX
(2)
ψ

dt
f = −

∂φ
(2)
ψ

∂x

∣∣∣∣∣
x=0

(7.43)

dX(2)

dt
f = − ∂φ(2)

∂x

∣∣∣∣
x=0

(7.44)

dX(3)

dt
f = − ∂φ(3)

∂x

∣∣∣∣
x=0

(7.45)

dX
(2)
d

dt
f = −

∂φ
(2)
d

∂x

∣∣∣∣∣
x=0

+X(1)

(
∂φ(1)

∂z

df

dz
− f

∂2φ(1)

∂x2

)
x=0

(7.46)

dX
(3)
d

dt
f = −

∂φ
(3)
d

∂x

∣∣∣∣∣
x=0

+
(
X(2) +X

(2)
d

)(∂φ(1)

∂z

df

dz
− f

∂2φ(1)

∂x2

)
x=0

+

+X(1)

(
∂φ(2)

∂z

df

dz
− f

∂2φ(2)

∂x2

)
x=0

+X(1)2
(
∂2φ(1)

∂x∂z
f
df

dz
− f 2

2

∂3φ(1)

∂x3

)
x=0

(7.47)

7.3.2. Решения 1-го, 2-го и 3-го порядков нелинейности

Подставляя решение нелинейного уравнения Шредингера (7.40) в урав-

нения (7.42), (7.44) и (7.45), можно получить требуемое движение волнопро-

дуктора, записанное в компактной форме:

X(n) =
i

2
S(n)

{
Ψne−inω0t

}
x=0

+ к.с., (7.48)

где n задает порядок вклада. Таким образом, n = 1 относится к свободным

волнам 1-го порядка, а n = 2 и n = 3 определяют генерацию связанных волн

2-го и 3-го порядков, соответственно. Выражения для коэффициентов S(n)

даны следующим образом:
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S(1) =
ψ0gk 2

0 (h+ L)

4ω2
0

sech (k 0h) (2k 0h+ sinh (2k 0h))

1− cosh (k 0h) + k 0 (h+ L) sinh (k 0h)

S(2) =
3ψ2

0k 2
0 (h+ L)

32 sinh6 (k 0h)

4k 0h+ sinh (4k 0h)

2k 0 (h+ L) coth (k 0h)− 1

S(3) =
ψ3
0k 3

0 (h+ L)

96 sinh5 (k 0h)

6k 0h+ sinh (6k 0h)

2 cosh (2k 0h)− 1
×

× 5 + 30 cosh (2k 0h) + cosh (4k 0h)

1− cosh (3k 0h) + 3k 0 (h+ L) sinh (3k 0h)

(7.49)

Подстановка φ(2)
ψ (7.40) в (7.43) приводит к решению для компонентыX

(2)
ψ :

X
(2)
ψ =

1

2
S
(2)
ψ

{(
ϵ
∂

∂ξ
− 1

cg

∂

∂τ

)
Ψe−iω0t

}
x=0

+ к.с.

S
(2)
ψ = −ψ0 (h+ L)

4

k 0h+ coth (k 0h) (k 0h coth (k 0h)− 1)

k 0 (h+ L)− tanh (k 0h/2)

(7.50)

Следует отметить, что производные в полученном выражении берутся, как

правило, численно, поскольку комплексная огибающая Ψ(ξ, τ) также задает-

ся численно.

Решение уравнения (7.46) дает движение волнопродуктора на частоте 2ω0:

X
(2)
d =

i

2
S
(2)
d

{
Ψ2e−i2ω0t

}
x=0

+ к.с. (7.51)

В то же время, решение уравнения (7.47) приводит к двум дополнительным

движения волнопродуктора на частотах ω0 и 3ω0:

X
(3)−
d =

i

2
S
(3)−
d

{
Ψ3e−iω0t

}
x=0

+ к.с.

X
(3)+
d =

i

2
S
(3)+
d

{
Ψ3e−i3ω0t

}
x=0

+ к.с.
(7.52)

Выражения для коэффициентов S(2)
d , S(3)−

d и S(3)+
d являются чрезмерно гро-

моздкими. В связи с этим, они собраны в приложении 4.
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7.3.3. Полное слабо-нелинейное решение

Итоговое полное выражение для движения волнопродуктора, полученное

опираясь на нелинейное уравнение Шредингера (7.35), состоит из двух ком-

понент для свободных волн, двух компонент для связанных волн, а также

оно включает три поправки на конечную величину смещения поверхности

волнопродуктора X��HH→0 (т.е. |X| > 0):

X (t) = X(1) +X
(2)
ψ︸ ︷︷ ︸

свободные волны

+ X(2) +X(3)︸ ︷︷ ︸
связанные волны

+X
(2)
d +X

(3)−
d +X

(3)+
d︸ ︷︷ ︸

конечное смещение X

(7.53)

В отличие от алгоритма на основе уравнения Захарова (7.31), выражение

(7.53) включает эффекты 3-го порядка нелинейности по ϵ. Однако, при этом,

используется допущение узкополосности спектра волн (∆ω/ω0 ≪ 1), требуе-

мое для применимости уравнения Шредингера (7.35). Таким образом, реше-

ние (7.53) вносит как ряд положительных качеств (повышение точности), так

и ряд недостатков и ограничений.

Обычно форма волны, которую требуется сгенерировать волнопродукто-

ром, задается в виде функции отклонения свободной поверхности в коорди-

нате волнопродуктора x = 0, т.е. в виде функции η(x = 0, t). С другой сто-

роны, для применения алгоритма генерации волн на базе уравнения Шре-

дингера, требуется описание формы волны через комплексную огибающую

ψ(x = 0, t), как указано в выражении (7.34). Для построения комплексной

огибающей ψ(x = 0, t) по известной функции η(x = 0, t) можно пользоваться

следующим выражением:

ψ (t) =
η (t) + iH {η (t)}

exp (−iω0t)
, (7.54)
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где H - преобразование Гильберта, определяемое следующим образом:

H =
1

π
PV

∫ ∞

−∞

η (τ)

τ − t
dτ (7.55)

Здесь PV указывает на необходимость вычисления главного значения инте-

грала (Cauchy Principal Value).

Для демонстрации формы полученного решения (7.53), а также для его

сравнения с решением на базе уравнения Захарова (см. рис. 7.7), рассмат-

ривается случай генерации монохроматической свободной волны на частоте

ω0, аналогично (7.33). В этом случае, свободная волна будет сопровождаться

возникновением связанных волн 2-го и 3-го порядков на частотах 2ω0 и 3ω0,

как указано в (7.39).

(а)

(б)

Рис. 7.8. Координата X (а) и скорость U (б) волнопродуктора в зависимости от времени.
Графики получены для монохроматической свободной волны при помощи метода на

основе нелинейного уравнения Шредингера (7.53). Безразмерная глубина воды выбрана
равной k 0h = 0.77, а крутизна волны ϵ = k 0ψ0 = 0.3. Величина T - период волны, равный
T = 2π/ω. Предполагается использование волнопродуктора поршневого типа, который

задается устремлением положения шарнира в бесконечность (L→ ∞).



325

На рис. 7.8 показаны все компоненты движения волнопродуктора X(t)

при генерации монохроматической свободной волны. А именно, показаны все

вклады на 1-м, 2-м и 3-ем порядках по ϵ, а также их сумма (7.53). Графики

построены таким образом, чтобы иметь возможность их прямого сравнения

с результатом на основе уравнения Захарова, показанным на рис. 7.7.

Сравнивая графики можно заметить, что алгоритм на основе теории За-

харова дает небольшие вторичные максимумы в нижней точке графика ско-

рости на рис. 7.7(б). Такое поведение графика вызвано недостаточной точно-

стью метода с учетом использованного разложения по малому параметру ϵ,

ограниченного 2-м порядком. Дополнение графика эффектами 3-го порядка

нелинейности по ϵ, как показано на рис. 7.8(б), полностью исключает вто-

ричный максимум в нижней точки графика скорости. Это говорит о том, что

алгоритм генерации на основе нелинейного уравнения Шредингера в некото-

рых случаях может оказаться более точным.

7.4. Внедрение алгоритмов управления волнопродуктором

Алгоритмы автоматизированного управления волнопродуктором на базе

уравнения Захарова и уравнения Шредингера, разработанные в настоящей

главе, были внедрены в лабораторный гидроволновой лоток Тель-Авивского

университета (Израиль), показанный на рис. 6.1 и 6.2. Для этого, на основа-

нии разделов 7.2. и 7.3. настоящей диссертации, были разработаны компью-

терные программы на языке Matlab. Полученные программы использовались

в качестве составного элемента компьютерного управления волнопродукто-

ром. Соответствующий исходный код приведен в приложениях 5 и 6 насто-

ящей диссертации. Версия алгоритмов управления на языке Python зареги-

стрирована в Роспатенте [420, 421].

Алгоритмы управления волнопродуктором состоят из трех этапов:

• Опираясь на функцию высоты свободной поверхности η(x = 0, t), ко-
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торую требуется сгенерировать в непосредственной близости от вол-

нопродуктора, вычисляется требуемая форма представления волнового

пакета:

– Для алгоритма на базе уравнения Захарова, вычисляется спектр

комплексных амплитуд A(1)
(
ω(1)
)

пользуясь быстрым преобразо-

ванием Фурье (FFT): A(1)
(
ω(1)
)
= FFT {η (t)}.

– Для алгоритма на базе уравнения Шредингера, вычисляется ком-

плексная огибающая волнового пакета ψ (t) пользуясь формулой

(7.54).

• Вычисляется функция движение волнопродуктора X(t) (рис. 7.6) поль-

зуясь методами на основе уравнений Захарова или Шредингера.

• Полученная функция X(t) записывается в файл и отправлялась в блок

автоматизированного управления волпнородуктором.

Также оба алгоритма управления волнопродуктором были добавлены в

состав численного гидроволнового лотка, как в рамках модели квазипотен-

циального течения, так и в рамках модели двухфазного течения с границей

раздела, см. рис. 3.8. Для этого, алгоритмы были переписаны на языке C++ и

скомпилированы в библиотеку libwaveMakerZ, исходный код которой опубли-

кован в открытом виде (https://github.com/anatoliykhait/libwaveMakerZ или

https://gitflic.ru/project/anatoliykhait/libwavemakerz). Разработанная библио-

тека опирается на методы динамической деформируемой сетки и способна

работать как в последовательных вычислениях, так и в параллельных расче-

тах.

Демонстрация работы численного волнопродуктора на базе библио-

теки libwaveMakerZ и динамической деформируемой сетки показана на

рис. 7.9. Рассматривается генерация монохроматической свободной вол-

ны со следующими параметрами: период T0 = 3 с; круговая частота

ω0 = 2π/T0 = 2.094 рад/с; волновое число k 0 = 0.94 рад/м; длина волны

https://github.com/anatoliykhait/libwaveMakerZ
https://gitflic.ru/project/anatoliykhait/libwavemakerz
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λ0 = 2π/k 0 = 6.682 м; крутизна волны ϵ = k 0a0 = 0.1; амплитуда волны

a0 = 0.106 м; средняя глубина воды h = 0.55 м.

(а)

(б)

(в)

Рис. 7.9. Генерация монохроматической свободной волны при помощи шарнирно

закрепленного волнопродуктора в численном гидроволновом лотке пользуясь

библиотекой libwaveMakerZ. Градиентом цвета от синего к красному показан модуль

скорости воды, в то время как стрелки показывают векторное поле скорости воды.
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7.5. Выводы по главе

1. Лабораторные и численные исследования поверхностных волн на воде,

а также их взаимодействия с морскими и прибрежными сооружениями,

требуют генерации волновых пакетов наперед заданной формы. Для

этого используется специальный гидравлический агрегат, называемый

волнопродуктором. Движение волнопродуктора с высокой точностью

контролируется компьютерными системами, обеспечивающими нужное

отклонение поверхности волнопродуктора с течением времени.

2. Разработано несколько алгоритмов управления волнопродуктором, на-

чиная от простейшего алгоритма на базе линейной теории поверхност-

ных волн, и заканчивая наиболее полной слабо-нелинейной теорией вол-

нопродуктора, разработанной Шаффером [309, 310]. Несмотря на значи-

тельный прогресс в решении проблемы генерации волн, в ряде случаев

все существующие алгоритмы управления волнопродуктором не позво-

ляют достичь достаточного уровня точности воспроизведения требуе-

мой формы волны.

3. К основным недостаткам существующих алгоритмов управления вол-

нопродуктором, таким как слабо-нелинейная теория Шаффера, можно

отнести: (а) ограниченность алгоритмов нелинейными эффектами 2-го

порядка по ϵ, которые только частично отражают сложность нелиней-

ных процессов в течении жидкости; (б) сложность и громоздкость урав-

нений и алгебраических выражений, что вызывает проблемы на прак-

тике при имплементации слабо-нелинейных теорий волнопродуктора в

лабораторных или численных волновых лотках.

4. Для решения указанных проблем генерации поверхностных волн, в на-

стоящей главе предложены и разработаны два новых слабо-нелинейных

алгоритма управления волнопродуктором. В основе предложенных ал-

горитмов лежат известные и хорошо разработанные теоретические мо-
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дели слабо-нелинейных поверхностных волн, а именно уравнения Заха-

рова и Шредингера. Это позволило значительно упростить математи-

ческие уравнения и выражения за счет того, что основная сложность

проблем уже решена в рамках указанных теоретических подходов.

5. Таким образом, слабо-нелинейный алгоритм управления волнопродук-

тором на базе уравнения Захарова позволил сконцентрировать основ-

ную сложность решаемой задачи в так называемых “ярах” теории За-

харова, выражения которых хорошо известны и приведены в прило-

жении 1. В результате, алгоритм управления волнопродуктором суще-

ственно упростился, что позволило имплементировать его в систему ав-

томатизированного управления большим гидроволновым лотком Тель-

Авивского университета (Израиль, см. рис. 6.1, 6.2 и 7.1).

6. С другой стороны, введенние ограничения на ширину спектра волно-

вого пакета ∆ω/ω0 ≤ 0.2 значительно упрощает уравнение Захарова

и приводит к так называемому нелинейному уравнению Шредингера

[77]. Использование уравнения Шредингера дало возможность впер-

вые найти выражения для поправок 3-го порядка нелинейности по ϵ.

7. Алгоритмы управления волнопродуктором на базе уравнения Захарова

и Шредингера, разработанные в настоящей главе, были сформулирова-

ны в виде компьютерных программ на языках Matlab и Python, а так-

же зарегистрированы в реестре программ для ЭВМ. Листинг частично

приведен в приложениях 5 и 6. Разработанные алгоритмы управления

волнопродуктором были внедрены в систему управления большим ла-

бораторным гидроволновым лотком Тель-Авивского университета для

их исследования и анализа. Также алгоритмы управления волнопро-

дуктором были включены в состав численного гидроволнового лотка,

разработанного в главе 6 настоящей диссертации. Для этого они бы-

ли переписаны на языке программирования C++ и скомпилированы в

библиотеку libwaveMakerZ.
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8. Основные результаты исследований, обсуждаемых в настоящей главе,

опубликованы соискателем и его соавторами в ряде международных

журналов [400, 422, 423], а также обсуждены на международных кон-

ференциях [350, 424].
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ГЛАВА 8

ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ И ЧИСЛЕННОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ

АЛГОРИТМОВ УПРАВЛЕНИЯ ВОЛНОПРОДУКТОРОМ

8.1. Исследование алгоритма на базе уравнения Захарова

8.1.1. Режимы генерации волн

Абсолютные величины амплитуд в уравнении (7.31) исследуются на

рис. 8.1 и 8.2 для волнопродукторов поршневого типа и шарнирно закреп-

ленного, соответственно. Рассматривается генерация монохроматической сво-

бодной волны. Режимы генерации волн варьируются в широких преде-

лах на графиках: безразмерная глубина π/10 ≤ k h ≤ 2π; крутизна волны

0.05 ≤ kA(1) ≤ 0.3. Следует заметить, что глубина k h > π относится к ре-

жиму глубокой воды согласно [69], в то время как диапазон π/10 < k h < π

относится к режиму промежуточной глубины. Крутизна волны kA(1) ≈ 0.3

рассматривается как предельная для необрушивающейся волны.

Относительное отклонение нового алгоритма на базе уравнения Захарова

от теории Шаффера [309, 310] исследуется на рис. 8.1(а) и 8.2(а) для волно-

продукторов поршневого и шарнирно закрепленного типов, соответственно.

Видно, что отклонение не превосходит 1.5%. Причем, отклонение практиче-

ски исчезает в области глубокой воды k h > π и проявляется по мере сниже-

ния глубины.

Поправка движения волнопродуктора на 2-ом порядке нелинейности Z(2)
d

значительно зависит как от глубины воды k h, так и от крутизны волны kA(1),

как видно из рис. 8.1(в) и 8.2(в). Величина Z(2)
d принимает наибольшие зна-

чения на малой глубине, но и в режиме глубокой воды ее вклад достаточ-

но существенен. Напротив, поправка 2-го порядка нелинейности Z(2) быстро

затухает и становится пренебрежимо малой по мере увеличения глубины,

см. рис. 8.1(г) и 8.2(г).
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 8.1. Амплитуды движения волнопродуктора поршневого типа при генерации
монохроматической свободной волны при помощи нового алгоритма на базе уравнения
Захарова: (а) отклонение алгоритма на базе уравнения Захарова от теории Шаффера

[309, 310]; (б) полная поправка движения волнопродуктора на втором порядке
нелинейности

∣∣∣Z(2) + Z
(2)
d

∣∣∣ (7.31); (в) поправка 2-го порядка нелинейности
∣∣∣Z(2)

d

∣∣∣,
вызванная конечностью перемещения поверхности волнопродуктора; (г) поправка 2-го

порядка нелинейности
∣∣Z(2)

∣∣, вызванная существование связанных волн.

Сумма Z
(2)
d и Z(2) исследуется на рис. 8.1(б) и 8.2(б). С учетом того,

что данные вклады в движение волнопродуктора находятся в противофа-

зе, возникает некоторый режим генерации, при котором нелинейная поправ-

ка
∣∣∣Z(2) + Z

(2)
d

∣∣∣ полностью исчезает. Данный режим показан вертикальной

пунктирной линией на графиках и характеризуется применимостью наибо-

лее простой линейной теории волнопродуктора (7.1), что может значительно

упростить экспериментальные или численные испытания.

Интересно, что алгоритм на базе уравнения Захарова позволяет най-
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(а) (б)

(в) (г)

Рис. 8.2. То же, что и на рис. 8.1, для шарнирно закрепленного волнопродуктора.

ти точное выражение для режима “линейной” генерации волн, когда∣∣Z(2)
∣∣ = ∣∣∣Z(2)

d

∣∣∣, см. рис. 8.3. Видно, что рассматриваемый ражим зависит как

от глубины воды k h, так и от геометрии волнопродуктора L/h.

8.1.2. Вихревые течения вблизи волнопродуктора и эмпирическая

поправка передаточной функции

Различными исследователями [405, 425] было показано, что теоретиче-

ские значения передаточной функции (7.21) отличаются от фактически из-

меренных в лаборатории. В некоторых случаях зафиксированное отклонение

превышало 15% [405], тем самым приводя к резкому росту ошибок. Общепри-

нятого объяснения физических причин возникновения таких существенных

отклонений до сих пор не найдено.
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Рис. 8.3. Режим генерации волн (безразмерная глубина и конфигурация
волнопродуктора), в котором исчезают нелинейные поправки 2-го порядка нелинейности,

а именно Z(2) + Z
(2)
d = 0.

В диссертации выполнено детальное исследование турбулентных течений

жидкости в непосредственной близости от волнопродуктора, возбужденных

его функционированием. Для этого используются преимущества высокоточ-

ной математической модели течения двухфазной жидкости (3.8), разрабо-

танной в главах 3 и 6. Рассматривается генерация регулярного волнового по-

ля, определяемого монохроматическим спектром свободных волн. Параметры

исследуемого волнового поля выбраны следующими: глубина воды h = 0.6 м;

период свободной волны T0 = 1.8 сек; длина волны λ0 = 3.82 м; крутизна вол-

ны k 0A
(1)
0 = 0.06.

Для дальнейшего анализа требуется выделить вихревую компоненту те-

чения из полного векторного поля скорости, найденного в результате мате-

матического моделирования. Для этого используется осреднение Рейнольдса

(1.3) и (1.77). Принимая время осреднения равным периоду волны T0, следует

заметить следующее свойство потенциальных поверхностных волн:

⟨V ⟩ (x, y, z, t) = ⟨−∇φ⟩ (x, y, z, t) = − 1

T0

∫ t+T0/2

t−T0/2
∇φ (x, y, z, t) dt = 0 (8.1)
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То есть, средняя эйлерова компонента течения для потенциальной волны рав-

на нулю. В том случае, если ⟨V ⟩ ≠ 0, оставшиеся вклады в течение являются

вихревыми. Таким образом, можно записать:

V ′ (x, y, z, t) = ⟨V ⟩ (x, y, z, t) (8.2)

Описанный анализ был выполнен для результатов численного моделиро-

вания течения, возникающего при генерации регулярного волнового поля,

заданного выше. Эволюция во времени поля вихревой компоненты скоро-

сти V ′ показана на рис. 8.4. Видно, что работа волнопродуктора приводит

к формированию сложных турбулентных вихревых структур, не учтенных

в слабо-нелинейных алгоритмах на базе уравнений Захарова и Шредингера.

Это дает возможность предположить, что обнаруженные течения являются

главным источником ошибок генерации волн, указанных выше.

В связи с чрезвычайной сложностью протекающих физических процес-

сов, что хорошо видно на рис. 8.4, требуется введение эмпирических попра-

вок слабо-нелинейных алгоритмов управления волнопродуктором, разрабо-

танных в главе 7. Для этого, была выполнена серия вычислительных экспе-

риментов в численном гидроволновом лотке, разработанном в главе 6. При-

менение численного гидроволнового лотка взамен лабораторного позволяет

избежать утечек, вязкостных эффектов и других сложностей, неизбежных

при проведении лабораторных экспериментов.

Выбраны следующие параметры вычислительных экспериментов: период

регулярной свободной волны T0 = 0.7 с; длина домена численного гидровол-

нового лотка L = 6 м. Средняя глубина воды h и амплитуда монохромати-

ческой волны A(1) варьировались в широком диапазоне для захвата большо-

го количества режимов генерации волн. Форма свободной поверхности воды

(форма волны) измерялась численно в координате x = 3h с учетом того, что

волнопродуктор размещался в координате x = 0.
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(а) (б)

(в) (г)

(д) (е)

(ж) (з)

Рис. 8.4. Вихревые течения V ′, наблюдаемые в непосредственной близости от

волнопродуктора при генерации регулярного волнового поля со следующими

параметрами: h = 0.6 м; T0 = 1.8 сек; λ0 = 3.82 м; k 0A
(1)
0 = 0.06. Подрисунки (а)–(з)

показывают развитие вихревой компоненты скорости с течением времени.

Результаты вычислительных экспериментов представлены на рис. 8.5 для

волнопродуктора поршневого типа, а на рис. 8.6 для шарнирно закрепленно-

го волнопродуктора. Как и в предшествующих исследованиях [405, 425], за-

фиксировано существенное отклонение фактических значений передаточной
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функции (синие круглые маркеры) от теоретических величин (7.21) (черная

сплошная линия).

(а)

(б)

Рис. 8.5. Сравнение точных значений передаточной функции Λ(1) (7.21) со значениями,

полученными в результате экспериментов в численном гидроволновом лотке (рис. 3.8):

(а) зависимость Λ(1) от глубины воды k h; (б) зависимость Λ(1) от крутизны волны kA(1)

при фиксированной глубокой воде k h = 2π. Функция β отражает отклонение

фактических значений передаточной функции от теоретических:

Λ
(1)
эксперимент = β × Λ

(1)
теория. BEM - численная модель квазипотенциального течения (3.9) с

использованием метода граничных элементов. Волнопродуктор поршневого типа.

На рис. 8.5(а) и 8.6(а) красной пунктирной линией нанесены значения
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передаточной функции с учетом эмпирической поправки:

Λ(1) = β × Λ(1)
теория (8.3)

где β
(

kA(1), k h, ...
)

- эмпирическая функция, зависящая от множества фак-

торов, таких как безразмерная глубина k h, крутизна волны kA(1) и др.

(а)

(б)

Рис. 8.6. То же, что и на рис. 8.5, для шарнирно закрепленного волнопродуктора.

Видно, что для фиксированной крутизны волны kA(1) = 0.25, функцию β

можно охарактеризовать некоторых средним значением < β >= 1.0944 для

поршневого типа волнопродукторов. Для шарнирно закрепленных волнопро-

дукторов оценка составит< β >= 1.0893. Таким образом, в рассматриваемом

режиме генерации волн, фактическое значение передаточной функции Λ(1)
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отличается на 8.9...9.4% от теоретических величин, что хорошо согласуется

с литературой [405, 425].

С другой стороны, эмпирическая поправочная функция β радикально за-

висит от крутизны волны kA(1). Как видно из рис. 8.5(б) и 8.6(б), зависимость

β
(

kA(1)
)

имеет выраженный параболический характер. При kA(1) = 0.3 ве-

личина β превосходит 1.12...1.13. Таким образом, ошибка может превышать

13%. Полученную эмпирическую поправочную функцию β = β
(

kA(1), k h, ...
)

требуется учесть в разработанных алгоритмах автоматизированного управ-

ления волнопродуктором на основе уравнений Захарова и Шредингера.

8.1.3. Численные исследования

На практике особенную сложность составляют задачи генерации поверх-

ностных волн при уменьшении глубины воды, т.е. режимы мелкой воды

k h ≤ 0.1π и промежуточной глубины 0.1π < k h < π. Для исследования по-

добного случая рассматривается простейший широко распространенный те-

стовый монохроматический волновой пакет из работы [309]. Предполагается

существование единственной частоты ω0 свободной волны в пакете:

η(1) (x = 0, t) = a0 cos (ω0t) (8.4)

Глубина воды h = 0.7 м; период свободной волны T0 = 3 с. Дисперсионное

соотношение (1.61) приводит к длине волны λ0 = 7.45 м. Амплитуда свобод-

ной волны a0 = 7 см. Для указанного монохроматического волнового паке-

та, безразмерная глубина воды составляет k 0h = 0.19π, а крутизна волны

k 0a0 = 0.06.

Генерация волнового пакета (8.4) не представляется возможной в лабо-

раторном гидроволновом лотке, используемом в настоящем исследовании

(см. рис. 6.1 и 6.2), в связи с механическими ограничениями установленного

волнопродуктора. Вместо этого, используется численный гидроволновой ло-
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ток, разработанный и исследованный в главах 3 и 6 настоящей диссертации

(см. рис. 3.8).

Рис. 8.7. Форма монохроматического волнового пакета, полученная в численном
гидроволновом лотке на базе метода граничных элементов (BEM): (а)–(в) линейная
теория волнопродуктора; (г)–(д) слабо-нелинейный алгоритм на основе уравнения

Захарова. Форма свободной поверхности представлена для трех координат,
отсчитываемых от положения волнопродуктора: xp = 1, 4, 8.7 м. Результаты

экспериментальных измерений заимствованы из работы [309].

Рисунок 8.7 показывает форму волны, полученную в численном гидровол-

новом лотке на различных расстояниях от волнопродуктора xp = 1, 4, 8.7 м.

Графики показывают, что применение линейной теории генерации волн (под-

рисунки (а)–(в)) приводит к существенной ошибке в форме волны. Так, чис-

ленно и экспериментально измеренная форма волны значительно отличает-

ся от целевой. Применение нового слабо-нелинейного алгоритма управления

волнопродуктором (подрисунки (г)–(е)) на базе уравнения Захарова исправ-



341

ляет ситуацию и дает достаточно хорошее совпадение измеренных профилей

волн с целевыми профилями.

Кроме того, следует отметить, что графики на рис. 8.7 подтверждают вы-

сокую точность численного гидроволнового лотка, разработанного в главе 6

настоящей диссертации. А именно, полученные численные результаты очень

хорошо совпадают с лабораторными измерениями в работе [309].

Далее требуется рассмотреть случай генерации более сложного волнового

пакета при помощи поршневого волнопродуктора в проблематичном режи-

ме промежуточной глубины 0.1π < k h < π. Исходя из тех же соображений,

требуется применение численного гидроволнового лотка для исследования

данного случая.

Форма бихроматического волнового пакета свободных волн задается урав-

нением:

η(1) (x = 0, t) =
a0
2

[
cos

((
ω0 +

∆ω

2

)
t

)
+ cos

((
ω0 −

∆ω

2

)
t

)]
(8.5)

Несущий период выбирается равным T0 = 2.8 с, что дает величину круговой

частоты ω0 = 2π/T0 = 2.244 рад/с. Волновое число определяется дисперси-

онным соотношением (1.61), а именно k 0 = 0.976 рад/м, что дает несущую

длину волны λ0 = 6.44 м. Ширина спектра выбрана равной ∆ω = ω0/10. Ам-

плитуда волны составляет a0 = 6.15 см. Для указанных параметров крутиз-

на волны равна k 0a0 = 0.06, а безразмерная глубина воды определяется как

k 0h = 0.186π и находится близко к режиму мелкой воды согласно [69].

Амплитуды движения поверхности волнопродуктора, рассчитанные для

указанного волнового пакета в рамках линейной теории волн и нового алго-

ритма на базе уравнения Захарова, изображены на рис. 8.8(в) и 8.9(в). Вид-

но, что движение волнопродуктора в рамках простейшей линейной теории

состоит из двух вкладов на частотах ω0 −∆ω/2 и ω0 +∆ω/2. В то же вре-

мя, использование слабо-нелинейного алгоритма на базе уравнения Захарова
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дополняет спектр 6-ю дополнительными вкладами на различных частотах.

Именно эти дополнительные вклады в движение волнопродуктора предна-

значены для подавления генерации “паразитных волн”.

Рис. 8.8. Результаты моделирования процесса генерации бихроматического волнового
пакета (8.5) при помощи поршневого волнопродуктора в численном гидроволновом

лотке: (а) форма свободной поверхности, измеренная численно в координате xp = 4.4 м;
(б) спектр волны FFT (η), измеренный численно в диапазоне координат

1.8 м ≤ xp ≤ 4.4 м; (в) спектр перемещения волнопродуктора FFT (X). Используется
простейшая линейная теория волнопродуктора.

Форма свободной поверхности, полученная в координате xp = 4.4 м при

помощи линейной теории волнопродуктора, показана на рис. 8.8(а). Видно

очень существенное отличие результатов численного эксперимента от целе-

вой формы волны, что вызвано существование “паразитных волны”. В связи

с тем, что фазы паразитных волн варьируются в зависимости от расстояния

до волнопродуктора, на рис. 8.8(б) проявляется изменчивость амплитуд свя-

занных волн на частотах 2∆ω, 2(ω0 ±∆ω) и 2ω0, которая показана планками

погрешности. Данная картина аналогична тому, что было продемонстриро-

вано выше по тексту на рис. 7.3.

Применение нового слабо-нелинейного алгоритма на основе уравнения За-
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Рис. 8.9. То же, что и на рис. 8.8, для нового нелинейного алгоритма управления
волнопродуктором на базе уравнения Захарова.

харова, как видно из рис. 8.9(а) и (б), в значительной степени повышает точ-

ность генерации волнового пакета. Кроме того, на рис. 8.9(б) практически от-

сутствуют планки погрешности, что показывает неизменность формы волно-

вого пакета вдоль лотка. Это подтверждает заметное подавление паразитных

волн. Тем не менее, следует заметить, что полное исключение погрешности

в форме волны не достигается. Ожидается, что алгоритм управления волно-

продуктором на базе уравнения Шредингера позволит улучшить ситуацию в

некоторых особых случаях.

8.1.4. Экспериментальные исследования

Экспериментальные исследования точности алгоритма управления вол-

нопродуктором осуществлялись в лабораторном гидроволнового лотка Тель-

Авивского университета, показанном на рис. 6.1 и 6.2. Лоток оборудован шар-

нирно закрепленным волнопродуктором, управляемым а автоматическом ре-
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жиме с компьютера. Шарнир расположен на уровне дня лотка, а геометрия

его движения определяется параметром L = 0 в соответствии со схемой 7.6.

Глубина воды составляет h = 0.6 м. Длина и ширина лотка составляют 18 м

и 1.2 м, соответственно.

Измерение высоты свободной поверхности в фиксированной простран-

ственной координате xp осуществлялось при помощи волномеров резистив-

ного типа. Волномеры закреплялись на тележке, перемещаемой вдоль гидро-

волнового лотка системой компьютерного управления так, что погрешность

позиционирования волномеров не превышала ±1 мм. Функция η (x = xp, t),

измеренная волномерами, записывалась в текстовый файл с разрешением по

времени T0/128, где T0 - характерный период исследуемой волны.

Лабораторный волнопродуктор состоял из четырех синхронизирован-

ных секций, между которыми имелся значительный зазор, как видно из

рис. 7.1(а). Предварительные экспериментальные исследования показали, что

учет данного зазора возможен путем увеличения поправочной функции β;

см. рис. 8.6.

Для анализа точности алгоритма управления волнопродуктором на ос-

нове уравнения Захарова рассматриваются три бихроматических волновых

пакета (8.5), параметры которых сведены в таблицу 8.1. Как и в предыду-

щем разделе, в качестве отправной точки в анализе используется классиче-

ский алгоритм управления волнопродуктором, полученный в рамках линей-

ной теории поверхностных волн.

Безразмерная глубина k 0h волнового пакета №1 (таблица 8.1) входит в

диапазон промежуточной глубины. В связи с этим, ожидается, что поправки

движения волнопродуктора 2-го порядка точности X(2) и X
(2)
d (7.31) будут

играть заметную роль. Принимая во внимание длину одной волновой груп-

пы, можно заметить, что на доступной длине лабораторного гидроволнового

лотка ∼ 15 м уместится четыре полных группы. Причем, первая группа волн

будет подвержена искажениям у передней кромки, что делает ее непригод-
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Таблица 8.1
Параметры узкополосных волновых пакетов (8.5).

Номер 1 2 3
Средняя глубина h, м 0.6
Несущий период T0, сек 1 0.6 0.7
Несущая круговая частота ω0, рад/с 6.28 7.85 9.07
Несущая длина волны λ0, м 1.54 1 0.75
Ширина спектра ∆ω, рад/с ω0/10
Несущая амплитуда a0, см 3.43 3.18 2.39
Крутизна волны k 0a0 0.14 0.2 0.2
Безразмерная глубина k 0h 0.78π 1.2π 1.6π

ной для анализа. Исходя из этого, далее анализируется третья и четвертая

группы волн.

С другой стороны, минимизация загрязнения волнового поля отраженны-

ми волнами требует измерения высоты свободной поверхности волномерами,

расположенными вблизи волнопродуктора. Фактические координаты волно-

меров были заданы в диапазоне 0.8 м ≤ xp ≤ 2.4 м с шагом 0.2 м.

Амплитудный спектр формы волны FFT (η), вычисленный при помощи

быстрого преобразования Фурье для случая использования классической ли-

нейной теории волнопродуктора, показан на рис. 8.10(в). В противополож-

ность численным исследования на рис. 8.8, лабораторные измерения пока-

зали существование шумов в широком диапазоне частот, что неизбежно в

экспериментальных исследованиях. Как и ожидалось, измеренный спектр

отличается от целевого, что вызвано существованием паразитных волн и,

кроме того, неточностями в эмпирической величине передаточной функции

β × Λ(1). Это также подтверждается из анализа формы свободной поверхно-

сти на рис. 8.10(д).
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Рис. 8.10. Генерация узкополосного бихроматического пакета свободных волн №1

(таблица 8.1) в лабораторном гидроволновом лотке при помощи шарнирно

закрепленного волнопродуктора: (а, в, д) классическая линейная теория

волнопродуктора; (б, г, е) новый алгоритм на базе уравнения Захарова. Спектры

перемещения поверхности волнопродуктора FFT (X), полученные при помощи быстрого

преобразования Фурье, показаны на подрисунках (а) и (б). Спектры формы волны

FFT (η), измеренной волномерами в диапазоне координат 0.8 м ≤ xp ≤ 2.4 м, показаны

на подрисунках (в) и (г). Измеренная волномерами форма волны η(t) сравнивается с

целевой на подрисунках (д) и (е).

Применение нового слабо-нелинейного алгоритма на базе уравнения За-
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харова, а также откорректированной величины поправочной функции β, поз-

волило практически полностью исключить ошибку генерации волнового па-

кета. Измеренная форма волны на рис. 8.10(е) практически точно совпадает

с целевой формой, что также находит подтверждение при анализе спектра

на подрисунке (г).

Рисунок 8.11 исследует точность генерации волновых пакетов №2 и 3 (таб-

лица 8.1) при помощи алгоритма на базе уравнения Захарова. Видно, что

измеренные амплитуды очень близки к целевым значениям несмотря на то,

что крутизна волны для этих двух случаев значительно выше по сравнению

с случаем №1.

Рис. 8.11. Экспериментальные спектры волн FFT (η), измеренные волномерами для
волновых пакетов №2 и 3 (таблица 8.1). Генерация волновых пакетов осуществлена при
помощи слабо-нелинейного алгоритма управления волнопродуктором на базе уравнения

Захарова.

На рис. 8.12 исследуется случай еще более сложного широкополосно-

го волнового пакета гауссовой формы (6.4). Параметры волнового паке-
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та были выбраны следующим образом: m = 0.6; T0 = 0.7 сек; ω0 = 2π/T0;

ζ0 = 3.04 см; k 0ζ0 = 0.25; k 0h = 1.6π. Исследуемый волновой пакет имеет до-

статочно высокую крутизну и находится в области глубокой воды (k 0h > π).

Рис. 8.12. Генерация широкополосного гауссово волнового пакета (6.4) в лабораторном

гидроволновом лотке: (а) нелинейный спектр перемещения поверхности

волнопродуктора, полученный в рамках алгоритма на базе уравнения Захарова;

(б) теоретические и экспериментальные значения передаточной функции Λ(1);

(в) амплитудный спектр волны, измеренный в координатах 1.2 м ≤ xp ≤ 2.6 м; (г) форма

волны, измеренная волномером в координате xp = 2 м. BEM - результаты численного

эксперимента при помощи модели квазипотенциального течения, повторяющие

лабораторные измерения.

Спектр перемещения поверхности волнопродуктора, полученный при по-

мощи алгоритма на базе уравнения Захарова, показан на рис. 8.12(а). Как
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видно, он включает линейные гармонические вклады Z(1), а также нелиней-

ные поправки Z(2) и Z(2)
d . Волномеры покрывали пространственную область

лотка в диапазоне координат 1.2 м ≤ xp ≤ 2.6 м с шагом 0.2 м.

Рисунок 8.12(в) показывает, что измеренный спектр волны очень хорошо

соответствует целевому спектру во всем диапазоне круговых частот с уче-

том показанного доверительного интервала. Дополнительно к эксперимен-

тальным измерениям, на график нанесены результаты расчета в численном

гидроволновом лотке для дополнительного подтверждения его высокой точ-

ности. Форма волны, измеренная в координате xp = 2 м, практически точно

совпадает с целевой формой, а также с результатами моделирования, как

видно из рис. 8.12(г)

8.2. Исследование алгоритма на базе уравнения Шредингера

Раздел 8.1. показал, что применение алгоритма управления волнопродук-

тором на базе уравнения Захарова дает существенное повышение точности

генерации волн. Тем не менее, некоторая погрешность в форме волны все

равно сохраняется. Это можно объяснить, в первую очередь, ограничением

алгоритма вкладами 2-го порядка нелинейности по ϵ и пренебрежением вкла-

дами более высоких порядков. В настоящем разделе исследуется алгоритм на

базе нелинейного уравнения Шредингера, расширяющий точность до вкла-

дов 3-го порядка по ϵ для некоторых типов волновых пакетов.

8.2.1. Режимы генерации волн

Алгоритм управления волнопродуктором на базе нелинейного уравнения

Шредингера использует форму представления волнового пакета через моду-

лированную комплексную огибающую. Хорошим примером в таком случае

может служить волновой пакет с гауссовой огибающей (6.4). Приводя данное

выражение к нужной форме (7.34) можно записать:
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η(1) (x = xf , t) =
1

2
ψ0Ψe

−iω0t + к.с.

Ψ(x = xf , t) = exp

{
−
(

t

mT0

)2
}
exp (−ik 0xf)

(8.6)

где xf - положение линейного фокуса, как подробно обсуждается в разде-

ле 6.2.; ψ0 - амплитудная постоянная; ω0 и k 0 - несущая круговая частота и

несущее волновое число; T0 = 2π/ω0 - несущий период; безразмерный пара-

метр m задет ширину спектра волнового пакета.

Поскольку уравнение Шредингера применимо только для волновых па-

кетов, характеризуемых узкополосным спектром, требуется выполнить со-

ответствующую оценку ширины спектра. Предположим, что энергетический

вклад частот в диапазоне (ω0 −∆ω/2) ≤ ω ≤ (ω0 +∆ω/2) превышает поло-

вину максимального вклада в спектре волн. Тогда величину ∆ω/ω0 принято

называть шириной спектра. Для её нахождения можно воспользоваться пре-

образованием Фурье F:

F
(
η(1)(t)

)
=
ψ0mT0

2
√
2

exp

{
−π2m2

(
1 +

ω

ω0

)2
}(

1 + exp

{
4π2m2 ω

ω0

})
(8.7)

Ширина спектра находится из решения следующего уравнения:

(
F
(
η(1)
)

ψ0mT0/
(
2
√
2
))2

=
1

2
(8.8)

Решение запишется:
∆ω

ω0
=

√
ln 4

πm
(8.9)

Видно, что варьирование параметром m напрямую влияет на ширину спек-

тра.

Прежде всего, требуется оценить влияние увеличения ширины спектра на
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точность алгоритма генерации волн. Для этого производится прямое сравне-

ние методов на основе уравнения Захарова и уравнения Шредингера, первый

из которых никак не ограничен шириной спектра. При этом, в анализ вклю-

чены только вклады 1-го и 2-го порядков нелинейности по ϵ. Отклонение двух

алгоритмов друг от друга оценивается по следующей величине, рассчитанной

для волнового пакета (8.6):

err =

∣∣∣maxX
(1+2)
S −maxX

(1+2)
Z

∣∣∣∣∣∣maxX
(1+2)
Z

∣∣∣ (8.10)

Величина err указывает на относительное отклонение алгоритма на базе урав-

нения Шредингера от алгоритма на базе уравнения Захарова. Функции пе-

ремещения поверхности волнопродуктора XZ и XS рассчитываются согласно

уравнениям (7.31) и (7.53).

(а) (б)

Рис. 8.13. Относительное отклонение алгоритма на базе уравнения Шредингера от
алгоритма на базе уравнения Захарова в зависимости от ширины спектра ∆ω/ω0 и
безразмерной глубины воды k 0h: (а) волнопродуктор поршневого типа (L→ ∞);

(б) волнопродуктор закрепленный шарнирно на дне лотка (L = 0).

Рисунок 8.13 показывает величину (8.10) в зависимости от ширины спек-

тра ∆ω/ω0 и безразмерной глубины воды k 0h. Исследуются волнопродукторы

поршневого типа (L→ ∞, см. рис. 7.6) и с шарнирным закреплением на дне

гидроволнового лотка (L = 0). Графики показывают, что бесконечно малая
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ширина спектра ∆ω → 0 приводит к полностью совпадающим результатам

вне зависимости от использованного алгоритма, т.е. err → 0 (8.10). Причем,

глубина воды в этом случае не оказывает влияния на точность результатов.

С другой стороны, как и ожидалось, увеличение ширины спектра при-

водит к нарастанию погрешности алгоритма на базе уравнения Шредингера.

Скачкообразное ухудшение результатов наблюдается при ∆ω/ω0 > 0.4. Одна-

ко уже при ∆ω/ω0 ∼ 0.2 наблюдается ненулевое отклонение. Таким образов,

требуется указать ширину спектра ∆ω/ω0 ≈ 0.2 в качестве предельно допу-

стимой для алгоритма на базе нелинейного уравнения Шредингера.

8.2.2. Численные исследования

Как уже отмечалось выше по тексту, особенную сложность представля-

ет задача генерации волнового пакета в условиях режима промежуточной

глубины воды, т.е при 0.1π < k 0h < π. Для выдерживания данного режи-

ма требуется уменьшить глубину воды до h = 0.036 м. Столь существенное

понижение глубины воды невозможно в лабораторном гидроволновом лот-

ке в связи с механическими особенностями установленного волнопродукто-

ра. Исходя из этого, исследование генерации волн в режиме промежуточной

глубины осуществляется при помощи численного гидроволнового лотка и мо-

дели квазипотенциального течения на основе Метода Граничных Элементов

(BEM), разработанного и исследованного в главах 3 и 6 настоящей диссерта-

ции (см. рис. 3.8).

Для исследования выбран гауссов волновой пакет (8.6) со следующими па-

раметрами: несущий период T0 = 0.7 с, несущая длина волны λ0 = 0.395 м,

крутизна (7.37) волнового пакета k 0ψ0 = 0.06. Для указанных параметров

безразмерная глубина равна k 0h = 0.572 < π и лежит в диапазоне режима

промежуточной глубины. Выбор параметраm = 3 обеспечивает узкий спектр

∆ω/ω0 = 0.125. Длина домена численного гидроволнового лока выбрана рав-
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ной 10 м, в то время как полная длина волнового пакета не превышает 5 м.

Этим гарантируется достаточное место для размещения полной длины вол-

нового пакета в расчетной области численного лотка.

На начальном этапе, рассматривается применение простейшей линейной

теории волнопродуктора для генерации заданного волнового пакета. По-

верхность поршневого волнопродуктора перемещается по закономерности

X = X(1) (7.53). Как видно из рис. 8.14(а), в данном случае фиксируется

порождение значительных “паразитных волн” на частотах ω0, 2ω0 и 3ω0.

Рис. 8.14. Генерация гауссова волнового пакета (8.6) в режиме промежуточной глубины
0.1π < (k 0h = 0.572) < π при помощи простейшей линейной теории волнопродуктора.

Моделирования выполнено при помощи численного гидроволнового лотка (BEM):
(а) форма волны в координате xp = 0.6 м; (б) форма волны в координате xp = 4.0 м.

.

Если в координате xp = 0.6 м паразитные волны складываются с волно-

вым пакетом, то на большей дистанции от волнопродуктора xp = 4.0 м пара-

зитные волны отделяются от волнового пакета (см. рис. 8.14(а) и (б)). Это

вызвано тем, что паразитные волны распространяются на меньшей груп-

повой скорости по сравнению с целевым волновым пакетом. Следует отме-
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тить, что групповая скорость (3.16) целевого волнового пакета составляет

cg(ω0) = 0.512 м/с, в то время как скорость паразитных волн на частоте 2ω0

составляет cg(2ω0) = 0.326 м/с.

Рисунок 8.15(а) показывает, что поправки 2-го порядка нелинейности в

движении волнопродуктора (X(2) +X
(2)
d ) составляют около 10% от основно-

го вклада 1-го порядка X(1). Столь значительная величина поправки говорит

о нелинейном характере исследуемой задачи генерации поверхностной волны.

Форма волны, полученная с учетом поправки 2-го порядка в движении волно-

продуктора, указывает на явное отсутствие значительных паразитных волн,

как видно из рис. 8.15(б). Тем не менее, численные расчет указывает на то,

что форма волны все еще отличается от целевой.

Рис. 8.15. Нелинейная генерация волнового пакета (8.6) в режиме промежуточной
глубины 0.1π < (k 0h = 0.572) < π в численном гидроволновом лотке при помощи

алгоритма на базе нелинейного уравнения Шредингера: (а) поправка 2-го порядка
точности в движении волнопродуктора (X(2) +X

(2)
d ); (б) форма волны η(x = xp, t),

полученная в координате xp = 0.6 м при помощи движения волнопродуктора,
показанного на подрисунке (а); (в) поправки 2-го и 3-го порядков в движении
волнопродуктора; (г) форма волны, полученная движением волнопродуктора,

показанным на подрисунке (в). BEM - модель численного гидроволнового лотка.

Для исправления данной ситуации, в движение волнопродуктора добав-

ляются поправки 3-го порядка нелинейности X(3) +X
(3)−
d +X

(3)+
d , как по-
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казано на рис. 8.15(в). Также в расчет добавляется поправка 2-го порядка

нелинейности X
(2)
ψ ; см. уравнение (7.53). Из графиков видно, что поправка

X
(2)
ψ является наиболее существенной. Тем не менее, поправки 3-го порядка

также играют определенную роль.

Применение наиболее полного выражения для движения волнопродукто-

ра 3-го порядка (7.53) приводит к резкому улучшению точности генерации

волнового пакета, как видно из рис. 8.15(г). Видно, что в данном случае смо-

делированная форма волнового пакета очень точно совпадает с целевой.

Полученные результаты позволяют сделать вывод о предпочтительности

алгоритма управления волнопродуктором на базе уравнения Шредингера для

волновых пакетов с узкополосным спектром ∆ω/ω0 ≤ 0.2. В этих случаях

выдерживаются ограничения алгоритма, а также возникает возможность по-

вышения точности генерации волны за счет учета вкладов 3-го порядка в

движение волнопродуктора (7.53). С другой стороны, волновые пакеты с ши-

рокополосным спектром ∆ω/ω0 > 0.2 требуют применения алгоритма на базе

уравнения Захарова.

8.2.3. Экспериментальные исследования

Исследование алгоритма генерации волн на базе нелинейного уравнения

Шредингера в условиях глубокой воды (k 0h > π) выполнялось в лаборатор-

ном гидроволновом лотке Тель-Авивского университета (рис. 6.1). Глубина

воды в лотке остается неизменной и равной h = 0.6 м. Несущий период и ча-

стота волнового пакета (8.6) выбраны равными T0 = 0.7 с и ω0 = 8.976 рад/с.

Несущая длина волны, определяемая дисперсионным соотношением (1.61),

составляет λ0 = 0.765 м. Тогда безразмерная глубина воды находится в диа-

пазоне режима глубокой воды, а именно k 0h = 4.928 > π. Координата линей-

ного фокуса волнового пакета (8.6) выбрана равной xf = 4 м, а амплитудный

параметр ψ0 выбран так, чтобы обеспечить крутизну волны (7.37) равную
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k 0ψ0 = 0.216.

Рис. 8.16. Нелинейная генерация волнового пакета (8.6) с узкополосным спектром в

лабораторном лотке Тель-Авивского университета при помощи алгоритма на базе

уравнения Шредингера: (а) поправка 2-го порядка нелинейности в движение

волнопродуктора; (б) сравнение высоты свободной поверхности η(x = xp, t), измеренной

лабораторным волномером в координате xp = 2 м, с целевой формой волны; (в) в

координате xp = 4 м. Параметр ширины спектра выбран равным m = 3, что

соответствует ширине спектра ∆ω/ω0 = 0.125. Параметр крутизны волнового пакета

(7.37) выбран равным k 0ψ0 = 0.216.

На рис. 8.16(а) показана поправка 2-го порядка в движение лабораторного

шарнирно закрепленного волнопродуктора. Видно, что она достигает поряд-

ка 4% от основного движения на 1-ом порядке X(1). Экспериментальные из-

мерения формы волны в координате xp = 2 м, представленные на рис. 8.16(б),
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демонстрируют высокую точность алгоритма на базе нелинейного уравнения

Шредингера для узкополосных волновых пакетов в условиях глубокой воды.

Более того, опираясь на рис. 8.16(в) можно заключить, что высокая точность

формы волны сохраняется на большом удалении от волнопродуктора в коор-

динате xp = 4 м и далее.

Рис. 8.17. Дискретные энергетические спектры, вычисленные при помощи быстрого

преобразования Фурье FFT2(η) для экспериментальных измерений, показанных на

рис. 8.16 (б) и (в).

Энергетические спектры FFT2(η), рассчитанные для эксперименталь-

ных измерений волнового пакета на рис. 8.16(б) и (в), изображены на

рис. 8.17(а) и (б), соответственно. Графики показывают очень хорошее сов-

падение лабораторных измерений с целевыми графиками в области пиковых

значений. Некоторое расхождение экспериментальных данных с целевыми

графиками на других круговых частотах вызвано, прежде всего, шумами в
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волновых полях, механическими неточностями волнопродуктора и другими

неучтенным факторами, которые неизбежно проявляются в лабораторных

исследованиях.

Рисунок 8.18 показывает результат генерации волнового пакета (8.6) в аб-

солютно тех же условиях, но с уменьшенным параметром m. Выбор m = 0.5

приводит к широкополосному спектру ∆ω/ω0 = 0.7496 > 0.2. В этом случае

нелинейное уравнение Шредингера теряет свою применимость, что, как ожи-

дается, должно вызвать нарастание ошибки в форме сгенерированной волны.

Рис. 8.18. Как на рис. 8.16 для широкополосного волнового пакета. Параметр ширины

спектра равен m = 0.5, что соответствует ширине спектра ∆ω/ω0 = 0.7496. Параметр

крутизны волнового пакета равен k 0ψ0 = 0.186.

Приведенные графики показывают расхождение лабораторных измере-
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ний с целевой функцией уже вблизи волнопродуктора, в координате xp = 2 м.

По мере удаления от волнопродуктора, погрешности нарастают и становятся

драматически большими в координате фокуса xp = xf = 4 м.

Рисунок 8.19 исследует энергетические спектры волновых пакетов, изме-

ренных в лаборатории и изображенных на рис. 8.18 (б) и (в). Вблизи вол-

нопродуктора (xp = 2 м), лабораторные измерения достаточно хорошо сов-

падают с целевым графиком как с точки зрения положения пика спектра,

так и с точки зрения ширины спектра. Однако по мере удаления от волно-

продуктора погрешность быстро нарастает. В координате линейного фокуса

xp = xf = 4 м, измеренный энергетический спектр становится значительно

уже целевого, а его пик смещается в область низких частот.

Рис. 8.19. Как на рис. 8.17 для широкополосного волнового пакета.

Приведенные исследования дополнительно подчеркивают применимость

алгоритма генерации волн на базе уравнения Шредингера только для волно-
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вых пакетов с узкополосным спектром ∆ω/ω0 ≤ 0.2. В случае превышения

указанного порога требуется применение алгоритма на базе уравнения Заха-

рова, подробно исследованного выше по тексту.

8.3. Итерационный метод повышения точности генерации волн

Новые слабо-нелинейные алгоритмы управления волнопродуктором на ба-

зе уравнений Захарова и Шредингера показали свою применимость в широ-

ком диапазоне режимов. Они позволяют в значительной степени подавить по-

рождение “паразитных волн” и, тем самым, в значительной степени повысить

точность генерации волновых пакетов. Тем не менее, некоторая погрешность

в форме и спектре свободной поверхности, измеренных в непосредственной

близости от волнопродуктора, сохраняется во всех случаях. См., например,

рис. 8.9, 8.10, 8.15, 8.16.

Для дальнейшего повышения точности генерации поверхностных волн, в

настоящем разделе предлагается и исследуется новый итерационный метод,

основанный на работах [392, 393, 426]. Отличительная особенность нового

итерационного метода состоит в использование численного гидроволнового

лотка, разработанного в главах 3 и 6 настоящей диссертации.

8.3.1. Сильно нелинейный волновой пакет

Рассматривается гауссов волновой пакет (6.4) со значительной величи-

ной крутизны ϵ = k 0ζ0 = 0.21. Параметр ширины спектра выбран равным

m = 1.2, период несущей волны T0 = 0.7 с, координата линейного фокуса

xf = 4 м, средняя глубина воды h = 0.6 м; длина расчетной области числен-

ного гидроволнового лотка LΩ = 6 м. Требуется получить целевую форму

волнового пакета на расстоянии xt = 3.3h = 2 м от шарнирно закрепленно-

го волнопродуктора. Дисперсионное соотношение (1.61) дает длину несущей

волны λ0 = 0.765 м и безразмерную глубину воды k 0h = 1.569π > π, что со-
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ответствует режиму глубокой воды.

Далее требуется использовать один из новых алгоритмов управления вол-

нопродуктором на базе уравнений Захарова или Шредингера для вычисле-

ния функции перемещения поверхности волнопродуктора X(t), см. уравне-

ния (7.31) и (7.53). Выполняя высокоточное численное моделирования про-

цесса генерации волнового пакета при помощи модели квазипотенциального

течения (3.9) на базе метода граничных элементов BEM, можно определить

форму волны в требуемой координате η(x = xt, t). Используя быстрое пре-

образование Фурье (FFT) вычисляется дискретный спектр A(ω) = FFT(η)

волнового пакета, приведенный на рис. 8.20(а).

Рис. 8.20. Разделение дискретного спектра на свободные волны 1-го порядка и связанные
волны 2-го и 3-го порядков. BEM - результаты численного моделирования. Сильно

нелинейный волновой пакет.

Сравнения спектр, полученный в численном волновом лотке, с целевым

спектром на рис. 8.20(а) можно заметить их существенное отличие. Это вы-

звано тем, что измеренный в моделе спектр содержит как вклады свободных

волн 1-го порядка, так и вклады связанных волн 2-го, 3-го и более высоких
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порядков. Далее требуется отфильтровать вклад связанных волн из спек-

тра пользуясь методом на базе теории Захарова, обсуждаемым в работах

[392, 393]. Разновидность данного подхода уже обсуждалась в разделе 6.3.2.

настоящей диссертации.

Предполагается, что смоделированную форму волны ηBEM можно запи-

сать как сумму вкладов на разных порядках нелинейности по ϵ (6.16):

ηBEM = η(1) + η(2) + η(3) +O
(
ϵ4
)

(8.11)

Причем, вклады связанных волн 2-го и 3-го порядков η(2) и η(3) определя-

ются теорией Захарова опираясь на форму свободной волны 1-го порядка

η(1); см. уравнения (1.71) и (1.72). Таким образом, зная результаты числен-

ного моделирования ηBEM и пользуясь формулой (8.11), можно определить

вклад свободных волн 1-го порядка η(1) итерационным способом. В результа-

те данный метод позволяет выделить в сложном спектре вклады свободных

и связанных волн разных порядков.

Применение итерационного метода (8.11) к смоделированному спектру

волн дает результат, показанный на рис. 8.20(б). Видно, что амплитуды свя-

занных волн примерно на порядок меньше амплитуд свободных волн. Тем не

менее, их вклад существенен, и им пренебрегать нельзя.

Отличия полученного спектра свободных волн 1-го порядка от целевого

спектра можно исправить проводя итерационную корректировку эмпириче-

ской функции β; см. рис. 8.5 и 8.6. Предположим, что на итерации номер

j численно получен спектр свободных волн с амплитудами Aj и фазами ϕj,

которые отличаются от целевых на следующие величины: ∆A = Aj − Aцель

и ∆ϕ = ϕj − ϕцель. Тогда величина β и фазы движения волнопродуктора на
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следующей итерации j + 1 будут вычисляться следующим образом:βj+1 = βj + cΛ(1)∆A

ϕволнопродуктор,j+1 = ϕволнопродуктор,j +∆ϕ
(8.12)

где c - некоторый безразмерный коэффициент, от выбора которого зависит

скорость схождения итерационной схемы.

Вычисления показали, что итерационная схема (8.12) сходится быстро

при правильном выборе коэффициента c. В таблице 8.2 приведены вели-

чины ошибки генерации рассматриваемого волнового пакета на различных

итерациях. Видно, что уже на второй итерации среднеквадратичная ошибка

генерации волнового пакета значительно снижается.

Таблица 8.2
Сходимость итерационной схемы (8.12) для сильно нелинейного гауссово

волнового пакета.

Номер итерации Ошибка генерации
〈
(ηBEM − ηцель)

2
〉0.5

/ |ηцель|max
1 26.3%
2 1.43%
3 1.05%
4 1.01%

Рисунок 8.21 показывает смоделированные амплитудные спектры и раз-

ницу фаз ∆ϕ для первой и последней итерации. Видно, что итерационная

корректировка фактически исключила ошибки генерации волнового пакета.

Подтверждение этому дают также результаты физических экспериментов,

проведенных в гидроволновом лотке (рис. 6.1 и 6.2). Несколько более зна-

чительная ошибка генерации волнового пакета на рис. 8.22, по сравнению с

численными экспериментами (рис. 8.21), объясняется механическими неточ-

ностями исполнительных механизмов привода волнопродуктора и другими

шумами, неизбежными при проведении лабораторных исследований.
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Рис. 8.21. Итерационная корректировка поправочной функции β в передаточной

функции 1-го порядка β × Λ(1), а также фаз гармонических компонент движения

волнопродуктора ϕ. Сильно нелинейный волновой пакет.

Рис. 8.22. Измеренный спектр свободных волн в лабораторном гидроволновом лотке

после процедуры итерационной корректировки (8.12). Сильно нелинейный волновой

пакет.
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Финальный вид волнового пакета (после итерационной корректировки),

смоделированный в численном гидроволновом лотке (BEM), а также изме-

ренный в лабораторном лотке, показан на рис. 8.23. Сравнивая графики с

целевой формой волнового пакета можно заметить, что ошибка генерации

волнового пакета была минимизирована.

Рис. 8.23. Сравнение смоделированного и экспериментально измеренного волнового
пакета с целевой формой волны. Измерения выполнены в координате xt = 2 м. Сильно

нелинейный волновой пакет.

8.3.2. Слабо нелинейный волновой пакет

Аналогичные численные и экспериментальные исследования были вы-

полнены для волнового пакета (6.4) с меньшим параметром крутизны

ϵ = k 0ζ0 = 0.12 (слабо нелинейный случай). Фокальная точка была смеще-

на дальше от волнопродуктора в координату xf = 8.5 м. Процесс разделения

свободных волн 1-го порядка и связанных волн 2-го и 3-го порядков пока-

зан на рис. 8.24. В данном случае, области спектров свободных и связанных

волн практически не перекрываются, что делает процесс их разделения зна-

чительно проще. Фактически, применение сложной теории Захарова можно

заменить простым частотным фильтром.

Итерационная корректировка амплитудного и фазового спектров по

прежнему выполняется при помощи численного гидроволнового лотка. Ана-

логичное быстрое схождение итерационного процесса (8.12) показано в таб-
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Рис. 8.24. Разделение дискретного спектра на свободные волны 1-го порядка и связанные
волны 2-го и 3-го порядков. BEM - результаты численного моделирования. Слабо

нелинейный волновой пакет.

лице 8.3. Однако в данном случае финальная ошибка генерации волнового

пакета составила порядка 0.5%, в отличие случая сильно нелинейного волно-

вого пакета, где ошибка была равной ∼ 1%.

Таблица 8.3
Сходимость итерационной схемы (8.12) для слабо нелинейного гауссово

волнового пакета.

Номер итерации Ошибка генерации
〈
(ηBEM − ηцель)

2
〉0.5

/ |ηцель|max
1 40.5%
2 1.12%
3 0.67%
4 0.60%
5 0.59%
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Рис. 8.25. Итерационная корректировка поправочной функции β в передаточной

функции 1-го порядка β × Λ(1), а также фаз гармонических компонент движения

волнопродуктора ϕ. Слабо нелинейный волновой пакет.

Рис. 8.26. Измеренный спектр свободных волн в лабораторном гидроволновом лотке

после процедуры итерационной корректировки (8.12). Слабо нелинейный волновой пакет.
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Результаты численных и лабораторных экспериментов со слабо нелиней-

ным волновым пакетом представлены на рис. 8.25 и 8.26, соответственно. В то

же время, экспериментально измеренная форма волнового пакета в коорди-

нате xp = 2 м сравнивается с моделью и целевой формой на рис. 8.27. В целом

можно заключить, что ошибка генерации слабо нелинейного волнового паке-

та ниже по сравнению с сильно нелинейным случаем. Это объясняется тем,

что с ростом параметра крутизны волн ϵ = k 0ζ0 и, соответственно, высоты

волны, усложняются нелинейные физические процессы в течении жидкости.

Рис. 8.27. Сравнение смоделированного и экспериментально измеренного волнового
пакета с целевой формой волны. Измерения выполнены в координате xt = 2 м. Слабо

нелинейный волновой пакет.

8.4. Выводы по главе

1. Проведено исследование отклонения нового алгоритма управления вол-

нопродуктором на базе уравнения Захарова от теории Шаффера. Уста-

новлено, что данное отклонение не превышает 1.5% для широкого диа-

пазона режимов генерации волн. Причем, это выполняется как для вол-

нопродуктора поршневого типа, так и для шарнирно закрепленного вол-

нопродуктора. Более того, отклонение практически исчезает в режиме

глубокой воды для безразмерной глубины k h > π.

2. Установлено, что фактически измеренные в лаборатории значения пе-

редаточной функции 1-го порядка Λ(1) могут значительно отличаться



369

(более 15%) от теоретических значений. Это наблюдение хорошо со-

гласуется с рядом литературных источников [405, 425]. В исследовании

установлено, что данное отклонение вызвано, прежде всего, формиро-

ванием сложных вихревых течений в непосредственной близости от вол-

нопродуктора.

3. Для исключения возникающих погрешностей требуется эмпирическая

корректировка величины передаточной функции путем введения функ-

ции β, а именно Λ
(1)
эксперимент = β × Λ

(1)
теория. Серия численных экспери-

ментов, проведенная при помощи высокоточного численного гидровол-

нового лотка, разработанного в главах 3 и 6, показала среднее значение

< β >= 1.0944 для поршневого волнопродуктора, и < β >= 1.0893 -

для шарнирно закрепленного, с учетом крутизны волны ϵ = 0.25.

4. На практике особенную сложность представляют задачи генерации по-

верхностных волн при уменьшении глубины воды, т.е. режимы мелкой

воды k h < 0.1π и промежуточной глубины 0.1π ≤ k h ≤ π. Исследова-

ние таких режимов не представляется возможным в лабораторном гид-

роволновом лотке, используемом в настоящей диссертации, в связи с

механическими ограничениями привода установленного волнопродук-

тора. Вместо этого, исследования выполнены в высокоточном числен-

ном гидроволновом лотке, разработанном в главах 3 и 6.

5. Исследования алгоритмов управления волнопродуктором в условиях

глубокой воды (k h > π) выполнено в лабораторном гидроволновом лот-

ке Тель-Авивского университета, средняя глубина воды в котором со-

ставляла h = 0.6 м. Лабораторный лоток имеет длину 18 м, оборудо-

ван шарнирно закрепленным волнопродуктором с автоматизированным

компьютерным управлением. Программное обеспечение лабораторного

лотка было дополнено новыми алгоритмами управления волнопродук-

тором на базе уравнений Захарова и Шредингера.

6. Лабораторные и численные исследования показали существенное по-



370

давление генерации “паразитных волн” при использовании нового алго-

ритма на базе уравнения Захарова. С другой стороны, алгоритм на базе

уравнения Шредингера показал повышение точности генерации волн,

но только в случае генерации волновых пакетов с узкополосным спек-

тром. Ширина спектра волнового пакета в этом случае должна быть

ограничена следующим образом: ∆ω/ω0 ≤ 0.2. В случае превышения

данного порога требуется использовать алгоритм на базе уравнения За-

харова.

7. Численные и экспериментальные исследования показали применимость

алгоритмов управления волнопродуктором на базе уравнения Шредин-

гера и Захарова в широком диапазоне режимов. Тем не менее, в случае

генерации сильно нелинейных волновых пакетов с параметром крутиз-

ны ϵ > 0.2 неизбежно сохраняются некоторые ошибки в форме поверх-

ностной волны. Для дополнительного увеличения точности генерации

волн был предложен и разработан итерационный метод корректиров-

ки функции β в выражении для передаточной функции 1-го порядка

β × Λ(1).

8. Итерационный метод корректировки функции β основан на проведении

серии вычислительных экспериментов в численном гидроволновом лот-

ке, разработанном в главах 3 и 6. Установлено, что предложенный метод

быстро сходится, а общее количество требуемых итераций не превышает

4...5. Экспериментально подтвержденная остаточная ошибка генерации

поверхностных волновых пакетов не превышает 1% для сильно нели-

нейных волн и 0.5% для слабо нелинейных волн.

9. Основные результаты исследований, обсуждаемых в настоящей главе,

опубликованы соискателем и его соавторами в ряде международных

журналов [400, 422, 423], а также обсуждены на международных кон-

ференциях [350, 424, 427].
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

1. В диссертации решена научная проблема повышения точности прогнозиро-

вания интегральных характеристик гидропневмоаппаратов, имеющая важное

хозяйственное значение для развития страны.

• На основе анализа сложных физических явлений, наблюдаемых в проточных

частях вихревых труб и поршневых волнопродукторов, разработаны значи-

тельно усовершенствованные математические модели турбулентных одно- и

двухфазных течений жидкости и газа, предназначенные для прогнозирова-

ния интегральных характеристик указанных гидропневмоаппаратов. Мате-

матические модели учитывают впервые введенный турбулентный поток энер-

гии qγ, вызванный эффектами сжимаемости жидкости и дополняющий ранее

учтенные турбулентные потоки qσ и qλ. Модели также учитывают кинема-

тический критерий, который верно отражает физику обрушения волн, что

впервые экспериментально доказано в диссертации.

• Разработаны компьютерные программы для численного решения уравнений

математических моделей при помощи современных методов параллельных

и распределенных вычислений (OpenMP, MPI), методов конечных объемов

(FVM) и граничных элементов (BEM).

• Выполнена калибровка и верификация модифицированных моделей турбу-

лентных течений по отношению к серии лабораторных измерений. Экспе-

риментально определены величины калибровочных коэффициентов моделей

турбулентных течений: cγ ≈ 0.985 и Bx ≈ 1.

• Усовершенствованные модели турбулентных течений показали значительный

рост точности прогнозирования интегральных характеристик вихревых труб

и поршневых волнопродукторов. Экспериментально подтвержденная погреш-

ность прогноза величины изоэнтропного КПД вихревой трубы снижена с

∼ 30% до ∼ 2...10%, а погрешность определения пространственной коорди-

наты начала обрушения гребня волны, сгенерированной волнопродуктором,
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снижена до ∼ 0.15...0.55% от длины гидроволнового лотка.

Разработанные модификации моделей турбулентных течений жидкости и га-

за были использованы для совершенствования рабочих процессов вихревых

труб и поршневых волнопродукторов.

2. На основе разработанных усовершенствованных математических моделей,

выполнено детальное теоретическое и экспериментальное исследование тече-

ний жидкости и газа в проточных частях вихревых труб и волнопродукторов.

• Разработан новый экспериментальный метод исследования кинематических

характеристик обрушивающихся поверхностных волн, который отличается

высокоточной синхронизацией режимов и параметров работы лабораторного

и численного волнопродукторов (мгновенных координат, скоростей и ускоре-

ний).

• Экспериментально доказано, что обрушение волн возникает в тот момент, ко-

гда лагранжева скорость жидкой частицы на гребне волны превышает ско-

рость самого гребня. Это, в свою очередь, дает надежные основания для при-

менения кинематического критерия обрушения волн для замыкания модели

течений жидкости в гидроволновом лотке с волнопродуктором.

• Показано, что разработанная модель турбулентных течений жидкости и га-

за хорошо отражает положения гипотезы взаимодействия вихрей А.П. Мер-

кулова. Найдены экспериментальные и численные подтверждения верности

гипотезы взаимодействия вихрей.

3. Используя разработанные математические модели, обнаружены и исследова-

ны новые физические явления, важные для инженерной практики.

• Применяя метод минимизации порождения энтропии для анализа течения

в вихревой трубе, впервые установлено существование паразитной области

течения в камере энергоразделения вихревой трубы. Данная область течения

отвечает за некоторую часть необратимых потерь энергии, но при этом не

вносит полезный вклад в эффект температурного разделения.
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• Впервые обнаружен эффект дестабилизации течения в камере энергоразделе-

ния вихревой трубы со сверхзвуковым сопловым вводом нового типа и спрям-

ляющим лопаточным аппаратом холодного потока. Данный эффект приво-

дит к резкому ухудшению энергетических характеристик вихревой трубы и

вызван неверно выбранными размерами и режимными параметрами сверх-

звукового соплового ввода и спрямляющего аппарата.

• Впервые обнаружено явление “фазовой синхронизации” (phase locking effect),

вызванное влиянием турбулентных течений, порожденных в результате об-

рушения поверхностных волн. Найден способ эмпирической параметризации

эффекта “фазовой синхронизации”.

• Впервые обнаружено формирование сложных нестационарных вихревых те-

чений вблизи волнопродуктора, вызванных его функционированием.

4. Проведенные численные и экспериментальные исследования позволили раз-

работать ряд усовершенствований проточной части вихревой трубы.

• Создан экспериментальный стенд для исследования работы вихревой трубы в

двухконтурном и разделительном режимах, который отличается применени-

ем оригинальных расходомеров типа трубы Вентури и автоматизированной

системы сбора и обработки данных, оценивающей интегральные характери-

стики вихревой трубы и неопределенность измерений.

• Серия вычислительных и лабораторных экспериментов позволила опреде-

лить размеры камеры энергоразделения и режимные параметры работы вих-

ревой трубы, позволяющие уменьшить или полностью исключить паразит-

ную область течения. Установлено, что исключение паразитной области те-

чения приводит к росту КПД вихревой трубы.

5. Применяя полученные математические модели течений жидкости и газа, раз-

работаны усовершенствования отдельных узлов вихревой трубы с целью по-

вышения ее интегральных характеристик.

• Предложен и запатентован принципиально новый тип сверхзвукового сопло-

вого ввод вихревой трубы. Новый тип соплового ввода отличается наличием
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дополнительного сегмента, выполненного в виде аналога сопла Лаваля и рас-

положенного непосредственно за сужающимися межлопаточными каналами.

• Разработана методика инженерного расчета соплового ввода нового типа,

опирающаяся на газодинамические уравнения квазиодномерного движения.

• Разработан новый способ эффективного торможения высокоскоростного хо-

лодного потока вихревой трубы за счет установки спрямляющего лопаточно-

го аппарата (развихрителя) непосредственно перед диффузором холодного

потока.

Реализация разработанных усовершенствований вихревой трубы и ее отдель-

ных узлов в промышленных образцах ВТ 30Р, РЕСШ.4414 и др. вихревых

трубах показала рост изоэнтропного КПД в режиме наибольшей холодопро-

изводительности (φc = 0.6) на ∼ 4...5% (в отдельных случаях до ∼ 7%), до

величины ηs = 0.4...0.41. Полученный результат вносит существенный вклад

в решение проблемы повышения энергоэффективности вихревых труб, име-

ющей важное хозяйственное значение для развития страны.

6. Разработаны принципиально новые слабонелинейные алгоритмы автомати-

зированного управления поршневым и шарнирно закрепленным волнопро-

дуктором на основе нелинейных уравнений Захарова и Шредингера.

• Применение уравнений Захарова и Шредингера в новых алгоритмах управ-

ления волнопродуктором взамен стандартных аналитических подходов поз-

волило повысить точность генерации волн за счет впервые учтенных нели-

нейных поправок 3-го порядка нелинейности.

• Алгоритмы сформулированы на языках программирования Matlab, Python и

C++, зарегистрированы в реестре РФ программ для ЭВМ и имплементиро-

ваны в системы управления волнопродукторами (в том числе волнопродук-

тором большого гидроволнового лотка Тель-Авивского университета).

7. Используя разработанные модели турбулентных течений жидкости и га-

за, выполнено детальное исследование структуры обнаруженных сложных
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нестационарных вихревых течений, формирующихся вблизи волнопродукто-

ра.

• Установлено, что данные течения являются причиной возникновения погреш-

ности генерации волн волнопродукторами, поскольку они не учтены в ана-

литических методах на базе нелинейных уравнений Захарова и Шредингера.

• Опираясь на новые знания о структуре обнаруженных вихревых течений,

предложен оригинальный метод корректировки алгоритмов управления вол-

нопродуктором на базе уравнений Захарова и Шредингера путем введения

эмпирической функции β. Разработан итерационный метод поиска числовых

значений функции β c использованием моделей сложных течений жидкости

и газа.

Совокупность новых разработок позволила внести существенный вклад в ре-

шение проблемы повышения точности генерации поверхностных волн вол-

нопродукторами, которая имеет важное значение для развития судоходства,

морского и прибрежного строительства страны. Экспериментально установ-

ленная остаточная погрешность генерации поверхностных волн, оцениваемая

среднеквадратичным отклонением свободной поверхности воды, не превыша-

ет 0.5...1% в зависимости от режима работы волнопродуктора.
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УСЛОВНЫЕ ОБОЗНАЧЕНИЯ

x, y, z декартова система координат

s, n локальная система координат, тангенциальное и нормаль-

ное направления

r, z цилиндрическая система координат

A физическая амплитуда поверхностной волны (м)

B комплексные амплитуды теории Захарова (м3/2/с1/2)

Bx порог устойчивости в кинематическом критерии обруше-

ния гребня волны

cp удельная изобарная теплоемкость (Дж/кг·K)

cv удельная изохорная теплоемкость (Дж/кг·K)

cp фазовая скорость волны (м/с)

cg групповая скорость (м/с)

cγ новая постоянная ВД модели турбулентности

e внутренняя энергия газа (Дж/кг)

E полная внутренняя энергия газа (Дж/кг)

E интегральный поток энергии волны через поперечное се-

чение гидроволнового лотка (Дж/м)

F NL нелинейный поток энергии волны через поперечное сече-

ние гидроволнового лотка (Вт/м)

F L линеаризованный поток энергии волны через поперечное

сечение гидроволнового лотка (Вт/м)

g ускорение свободного падения (м/с2)

G массовый расход газа (кг/с)

h средняя глубина воды (м)

h статическая энтальпия (Дж/кг)

H энтальпия торможения (Дж/кг)

k кинетическая энергия турбулентности (м2/с2)
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k волновое число (рад/м)

p статическое (термодинамическое) давление (Па)

ptot давление торможения (Па)

Pk порождения турбулентной энергии (Вт/м3)

q удельный тепловой поток (Вт/м3)

qσ теплопередача за счет механической работы (Вт/м3)

qλ теплопередача за счет молекулярной и турбулентной теп-

лопроводности (Вт/м3)

qγ теплопередача за счет сжимаемости газа – поправка Ван

Деемтера (ВД) (Вт/м3)

Qτ диссипативная функция (Вт/м3)

R газовая постоянная (Дж/кг·K)

Ṡ тензор скоростей деформаций (1/с)

t время (сек)

T период волны (сек)

T статическая (термодинамическая) температура (K)

Ttot температура торможения (K)

u+ безразмерная скорость

V вектор скорости жидкости (м/с)

⟨V ⟩ средняя компонента скорости (м/с)

V ′ пульсационная компонента скорости (м/с)

Vfl скорость жидкой частицы (м/с)

Vcr скорость гребня волны (м/с)

y+ безразмерное расстояние от твердой стенки

X(t) перемещение поверхности поршневого или шарнирно за-

крепленного волнопродуктора в зависимости от времени

U(t) мгновенная скорость поверхности волнопродуктора

α коэффициент температуропроводности газа (м2/с)
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α1, α2 объемная доля жидкой и газовой фазы в модели VOF

γ показатель адиабаты

Γ граница расчетного домена; площадь (м2)

ε диссипация энергии турбулентности (м2/с3)

ϵ крутизна поверхностной волны

η возвышение свободной поверхности (м)

ηs изоэнтропный КПД вихревой трубы

ηc холодильный КПД вихревой трубы

λ длина волны (м)

λ коэффициент теплопроводности (Вт/м·K)

λt турбулентная теплопроводность (Вт/м·K)

λeff эффективная теплопроводность (Вт/м·K)

Λ передаточная функция поршневого или шарнирно закреп-

ленного волнопродуктора

ν коэффициент кинематической вязкости (м2/с)

νt турбулентная кинематическая вязкость (м2/с)

µ коэффициент динамической вязкости (Па·с)

µt турбулентная вязкость (Па·с)

µeff эффективная вязкость (Па·с)

πi,j напряжение Рейнольдса

Π тензор напряжений Рейнольдса

ρ плотность (кг/м3)

τ тензор напряжений жидкости

φ гидродинамический потенциал (м2/с)

ϕ фаза волны (рад)

φc доля холодного потока

φh доля горячего потока

ψ комплексная огибающая волнового пакета
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Ψ безразмерная комплексная огибающая

ω круговая частота (рад/c)

Ω расчетный домен; объем (м3)

CFL критерий Куранта-Фридрихса-Леви

Eu безразмерное число Эйлера

Fr безразмерное число Фруда

Ma безразмерное число Маха

Nu безразмерное число Нуссельта

Pr безразмерное число Прандтля

Prt турбулентное число Прандтля

Re безразмерное число Рейнольдса

St безразмерное число Струхаля

We безразмерное число Вебера

F преобразование Фурье

H преобразование Гильберта

Надстрочные и подстрочные индексы

c холодный поток газа

h горячий поток газа

in входной поток газа

eff эффективный параметр

T транспонирование

t параметр турбулентности

tot параметр торможения потока

∗ параметр торможения газа

(·) порядок слагаемого в разложении по малому параметру

< · > обозначение ядер в теории Захарова
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< p > потенциальная компонента течения

< np > непотенциальная (турбулентная) компонента течения

Аббревиатуры

МЖГ Механика Жидкости и Газа

BEM Метод Граничных Элементов (Boundary Element Method)

CFD Computational Fluid Dynamics

FVM Метод Конечных Элементов (Finite Volume Method)

FFT быстрое преобразование Фурье (Fast Fourier Transform)

LES Large Eddy Simulation turbulence model

RANS Reynolds-Averaged Navier-Stokes equations

RNG Renormalization Group turbulence model

RSM Reynolds Stress turbulence Model

SST Shear Stress Transport turbulence model

VOF модель двухфазного течения Volume-of-Fluid

VD поправка Ван Деемтера (ВД)
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Приложение 1

Ядра теории Захарова

Уравнение Захарова 3-го порядка точности для свободных волн (1.68), а

также уравнения для связанных волн 2-го (1.71) и 3-го порядков (1.72), со-

держат так называемые ядра V , T , T̃ . Все сложности нелинейных процессов,

возникающих в динамике поверхностных волн, заключены в эти функции. В

этой связи, ядра представляют собой довольно сложные и длинные выраже-

ния, которые приводятся в данном приложении.

Для начала, с соответствии с [78, 79, 80], требуется ввести две функции:

V0,1,2 = V
(
ω(1), ω

(1)
1 , ω

(1)
2

)
=

1

8π

√√√√ gω
(1)
2

2ω(1)ω
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1
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)2
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64π2
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2 ω
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tanh(k (1)h) tanh(k (1)

1 h)
[
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0+3 + ω2
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1+3

]}
(1.2)

В уравнениях ωm+n = ω (k m + k n) вычисляется пользуясь дисперсионным

соотношением (1.61); g - ускорение свободного падения; h - средняя глубина.

Пользуясь функциями (1.1) и (1.2), выражения для ядер можно записать

следующим образом:

V <1>
0,1,2 = −2V0,1,2 + V1,2,0

V <2>
0,1,2 = 2 (V0,1,2 − V−0,2,1 − V−1,2,0)

V <3>
0,1,2 = 2V0,1,2 + V1,2,0

(1.3)
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W<1>
0,1,2,3 = W1,2,−0,3 −W−0,1,2,3

W<2>
0,1,2,3 = W−0,−1,2,3 +W2,3−0,−1 −W2,−1,−0,3 −W−0,2,−1,3

−W−0,3,2,−1 −W3,−1,2,−0

W<3>
0,1,2,3 = 2W−0,−1,−2,3 −W−0,3,−1,−2 +W−1,−2,−0,3 − 2W−1,3,−0,−2

W<4>
0,1,2,3 = W0,1,2,3 +W1,2,0,3

(1.4)

T̃<1>0,1,2,3 = W<1>
0,1,2,3 −

V <1>
0,1,2+3V

<1>
2+3,3,2

ω2+3 − ω2 − ω3
−

V <1>
0,1+3,2V

<1>
1+3,3,1

ω1+3 − ω1 − ω3

−
V <2>
0,−1−3,2V

<3>
−1−3,3,1

ω1+3 + ω1 + ω3

T̃<2>0,1,2,3 = W<2>
0,1,2,3 −

V <1>
0,2,3−1V

<2>
3−1,1,3

ω3−1 + ω1 − ω3
−

V <1>
0,3−1,2V

<2>
3−1,1,3

ω3−1 + ω1 − ω3

−
V <2>
0,2−0,2V

<2>
1−3,3,1

ω1−3 + ω3 − ω1
−
V <3>
0,−0−1,1V

<3>
−2−3,3,2

ω2+3 + ω2 + ω3

−
V <3>
0,1,−0−1V

<3>
−2−3,3,2

ω2+3 + ω2 + ω3
−

V <1>
2+3,2,3V

<2>
0,1,0+1

ω2+3 − ω2 − ω3

T̃<3>0,1,2,3 = W<3>
0,1,2,3 −

V <2>
0,1+2,3V

<1>
1+2,2,1

ω1+2 − ω1 − ω2
−
V <2>
0,1,−2+3V

<2>
−2+3,2,3

ω2−3 + ω2 − ω3

−
V <3>
0,1,2−3V

<2>
2−3,3,2

ω2−3 + ω3 − ω2
−

V <3>
0,1−3,2V

<2>
1−3,3,1

ω1−3 + ω3 − ω1

−
V <1>
0,3,−1−2V

<3>
−1−2,1,2

ω1+2 + ω1 + ω2
−
V <1>
0,−1−2,3V

<3>
−1−2,2,1

ω1+2 + ω1 + ω2

T̃<4>0,1,2,3 = W<4>
0,1,2,3 −

V <3>
0,1,2+3V

<1>
2+3,3,2

ω2+3 − ω2 − ω3
−

V <3>
0,1+3,2V

<1>
1+3,3,1

ω1+3 − ω1 − ω3

−
V <2>
0,1,−2−3V

<3>
−2−3,3,2

ω2+3 + ω2 + ω3

(1.5)

T<2>0,1,2,3 =

T̃
<2>
0,1,2,3 для случая резонанса (1.69) и (1.70)

0 в других случаях
(1.6)
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Полные выражения для ядер (1.3) запишутся следующим образом:

V <1> (ω0, ω1, ω2, k 0, k 1, k 2) =
1

4π

√
g

2

{
1

2

√
ω0

ω1ω2

[(
ω1ω2

g

)2

+ k 1k 2

]
−

−
√

ω2

ω0ω1

[(
ω0ω1

g

)2

− k 0k 1

]}

V <2> (ω0, ω1, ω2, k 0, k 1, k 2) =
1

4π

√
g

2

{√
ω2

ω0ω1

[(
ω0ω1

g

)2

+ k 0k 1

]
−

−
√

ω1

ω0ω2

[(
ω0ω2

g

)2

− k 0k 2

]

−
√

ω0

ω1ω2

[(
ω0ω2

g

)2

− k 1k 2

]}

V <3> (ω0, ω1, ω2, k 0, k 1, k 2) =
1

4π

√
g

2

{√
ω2

ω0ω1

[(
ω0ω1

g

)2

+ k 0k 1

]
+

+
1

2

√
ω0

ω1ω2

[(
ω1ω2

g

)2

+ k 1k 2

]}

(1.7)

Приложение 2

Метод Граничных Элементов - Boundary Element Method (BEM)

Расчетная область (домен) однофазного квазипотенциального течения

ΩBEM показан в нижней части рисунка 3.8 и детализирован на рис. 2.1. Для

интегрирования первого уравнения системы (3.9), заменяющего собой урав-

нение Лапласа ∇2φ = 0, используется метод граничных элементов. Грани-

ца домена Γ = Γwm ∪ Γfs ∪ ΓL ∪ Γb серией узлов разбивается на граничные

элементы, в качестве которых могут быть использованы линейные, квадра-

тичные, кубические (MII), сплайновые (QS) или другие интерполяционные

элементы [324, 325]. В настоящей диссертации используются кубические гра-

ничные элементы, интегрируемые по срединному интервалу (так называемый

метод MII - Mid-Interval Cubic Interpolation [325]), как показано на рис. 2.1.
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Рис. 2.1. Расчетная домен метода граничных элементов ΩBEM : Γwm - поверхность
шарнирно закрепленного волнопродуктора; Γb - поверхность дна численного лотка; ΓL -
дальняя стенка; Γfs - свободная поверхность воды, по которой распространяется волна;
x− z - глобальная прямоугольная система координат; s− n - локальная криволинейная
система координат, прикрепленная к границе расчетного домена Γ = Γwm ∪ Γfs ∪ ΓL ∪ Γb.

Для интегрирования первого уравнения системы (3.9), вдоль каждого гра-

ничного элемента в методе MII вводится локальная ось координат ξ, направ-

ленная вдоль элемента как показано на рис. 2.2. Также для удобства вводит-

ся еще одна ось координат µ, получаемая из ξ линейным масштабированием.

Для каждого граничного элемента вводится четыре интерполяционных по-

линома, по одному для каждого из четырех узлов:

Nc (ξ) = a+ bξ + cξ2 + dξ3 (2.1)

После определения коэффициентов a, b, c в d для каждого из четырех по-

линомов, распределение координат, гидродинамического потенциала φ, его

производной ∂φ/∂n и других величин можно определить методом интерпо-

лирования: 
x

z

φ

∂φ/∂n

 =
4∑
c=1

Nc (ξ)


xc

zc

φc

(∂φ/∂n)c

 , (2.2)

где xc, zc, φc и (∂φ/∂n)c - значения величин в узлах сетки на границе Γ.
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Рис. 2.2. Схема кубического граничного элемента в методе MII [325]. Показаны
локальные системы координат ξ и µ.

Используя интерполяцию (2.2), первое уравнение системы (3.9) заменяет-

ся его численным приближением:

πφ (rs)

2
=

Em∑
E=1

4∑
c=1

{(
∂φ

∂n

)
c

∫ 1

−1

ln
[

1

|r⃗ − r⃗s|

]
Nc (ξ) J (ξ) dξ−

−φc
∫ 1

−1

(r⃗ − r⃗s) · n⃗
|r⃗ − r⃗s|2

Nc (ξ) J (ξ) dξ

}
(2.3)

Суммирование происходит по всем граничным элементам Em; E - номер те-

кущего элемента; c - номер узла сетки внутри текущего граничного элемен-

та Nc - интерполяционный полином (2.1), а J - якобиан преобразования си-

стем координат. Вычисление определенных интегралов осуществляется так-

же численно методом Гаусса (Gaussian quadrature method) по восьми точкам

[322, 325]. Результирующие уравнения метода граничных элементов записы-

ваются в матричной форме как показано ниже:

Матрицы [A]M×M и [B]M×M , гдеM - количество узлов расчетной сетки, назы-

ваются ядрами метода граничных элементов. Полученные линейные матрич-

ные уравнения решаются дважды: сначала для нахождения ∂φ/∂n, а затем
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для нахождения ∂2φ/∂t∂n.

Следует отметить, что некоторую сложность представляют угловые узлы,

отмеченные звездой на рис. 2.1. Вблизи данных узлов применяются специаль-

ные численные методы, подробно описанные в работе [322].

После нахождения течения жидкости решая матричные уравнения, требу-

ется определить изменение формы свободной поверхности воды (эволюцию

поверхностной волны) за интервал времени ∆t решая численно динамиче-

ское и кинематическое граничные условия (ДГУ и КГУ) в системе (3.9). Для

этого также применяется метод интерполирования по пяти узлам свободной

поверхности Γfs, как показано на рис. 2.3. На рисунке также показана схема

поворота глобальной системы координат на угол β.

Nc (ξ) = a+ bξ + cξ2 + dξ3 + eξ4
x

z

φ

∂φ/∂n

 =
5∑
c=1

Nc (ξ)


xc

zc

φc

(∂φ/∂n)c

 (2.4)

Рис. 2.3. Схема интерполирования для интегрирования по времени ДГУ и КГУ в
системе уравнений (3.9). Также показана схема поворота глобальной системы координат

x− z для перехода к локальной системе координат s− n.

Нахождение изменения за время ∆t координат узла c, а также величины

гидродинамического потенциала в этом узле φ, происходит явным образам
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используя разложение в ряд Тейлора точностью до второго порядка [322, 325]:

r⃗ (t+∆t) = r⃗ (t) + ∆t
Dr⃗

Dt
(t) +

(∆t)2

2

D2r⃗

Dt2
(t) (2.5)

φ (r⃗, t+∆t) = φ (r⃗, t) + ∆t
Dφ

Dt
(t) +

(∆t)2

2

D2φ

Dt2
(t) (2.6)

Выражения для первых производных находятся напрямую из динамического

и кинематического граничных условий (ДГУ и КГУ) (3.9):

Dr⃗

Dt
=

{
−∂φ
∂s

cosβ +
∂φ

∂n
sinβ;−∂φ

∂s
sinβ − ∂φ

∂n
cosβ

}
Dφ

Dt
= gz − 1

2

[(
∂φ

∂n

)2

+

(
∂φ

∂s

)2
]
+
p

ρ

Угол β показан на рис. 2.3. Вторые производные вычисляются путем диффе-

ренцирования соответствующих граничных условий:

Шаг интегрирования по времени ∆t находится исходя из рекомендованной

величины критерия Куранта-Фридрихса-Леви: CFL ≤ 0.1. Сам критерий в

рамках метода граничных элементов задается следующим выражением:

CFL =
√
gh

∆t

|∆r|min
, (2.7)
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где |∆r|min - наименьшее расстояние между двумя соседними узлами сетки.

В процессе численного решения задачи, данная величина падает со временем,

что связано с особенностями механики поверхностных волн. Для повышения

точности численного моделирования, используется метод перестроения рас-

четной сетки (regridding), подробно описанный в работе [323]. Для сравнения,

величина критерия CFL в методе конечных объемов вычисляется при помо-

щи выражения (2.30).

Приложение 3

Исследование сеточной сходимости моделей гидроволнового лотка

Выбор требуемого разрешения расчетных сеток моделей, входящих в чис-

ленный гидроволновой лоток (см. рис. 3.8), возможен путем проведения серии

расчетов и соответствующего анализа сеточной устойчивости (сходимости)

результатов. Для этого рассматривается сильно нелинейный волновой пакет

с гауссовой огибающей (6.4) с параметром k 0ζ0 = 0.6. В качестве критерия

сходимости используется интегральный поток энергии (6.12), перенесенный

волновым пакетом через выделенное поперечное сечение гидроволнового лот-

ка, как показано на рис. 3.1. Графики сравнивают результаты расчетов, полу-

ченные с использованием численных моделей BEM (3.9) и VOF (3.8) на сетках

разного разрешения, характеризуемых количеством узлов (ячеек), приходя-

щихся на одну характерную длину волны λ0 (т.н. длину несущей волны).

Видно, что модель однофазного квазипотенциального течения

(рис. 3.1(а)) дает разные результаты, сильно зависящие от разрешения

сетки. При этом, по мере приближения разрешения к величине 40 узлов

на λ0, отклонение между соседними расчетами сокращается. Более того, в

области x ≥ 9 м, сетки с разрешением 32 и 40 узлов на λ0 дают практически

совпадающие результаты. Это говорит о том, что разрешение 40 узлов на λ0

дает достаточную точность и используется для всех вычислений в рамках
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(а)

(б)

Рис. 3.1. Интегральный поток энергии (6.12), перенесенный волновым пакетом через
выделенное поперечное сечение гидроволнового лотка, в зависимости от координаты x,

отсчитываемой от волнопродуктора: (а) модель однофазного квазипотенциального
течения BEM (3.9); (б) модель двухфазного течения VOF (3.8). Рассматривается

волновой пакет с гауссовой огибающей (6.4) с параметром k 0ζ0 = 0.6. Цветом
обозначины графики, соответствующие различным разрешениям используемых

поверхностных (BEM) и объемных (VOF) сеток.

настоящей диссертации.

Рисунок 3.1(б) исследует интегральный поток энергии для модели двух-

фазного течения VOF. Видно, что все исследованные разрешения расчетных

сеток дают близкие результаты. Сетки с разрешением 192 и 256 ячеек на λ0

показывают практически совпадающие графики. С учетом достаточно боль-

ших чисел Рейнольдса в исследуемой задаче, во всех расчетах используется

наибольшее разрешение сеток, а именно 256 ячеек на λ0.

Для дополнительного подтверждения указанных выводов, на рис. 3.2

исследуется форма волнового пакета (возвышение свободной поверхности),

полученная с использованием двух численных моделей с различными раз-

решениями сеток. Графики построены в области наиболее высоких волн,

т.е. в непосредственной близости от фокальной точки волнового пакета

x = xf = 8.5 м. Графики показывают высокую сходимость и устойчивость

результатов расчетов для разрешений сеток, указанных выше.
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(а) (б)

Рис. 3.2. Форма волнового пакета (возвышение свободной поверхности) η(t), записанная в

координате x = 8.49 м: (а) модель однофазного квазипотенциального течения BEM (3.9);

(б) модель двухфазного течения VOF (3.8). Рассматривается волновой пакет с гауссовой

огибающей (6.4) с параметром k 0ζ0 = 0.6. Цветом обозначины графики, соответствующие

различным разрешениям используемых поверхностных (BEM) и объемных (VOF) сеток.

Приложение 4

Выражения для коэффициентов в алгоритме управления

волнопродуктором на базе уравнения Шредингера

В выражениях ниже вводятся два волновых числа, а именно k 2ω и k 3ω.

Они определяются из численного решения дисперсионного соотношения ли-

нейной теории поверхностных волн (1.61):

(2ω0)
2 = gk 2ω tanh (k 2ωh)

(3ω0)
2 = gk 3ω tanh (k 3ωh)

Выражения для коэффициентов S(2)
d , S(3)−

d и S(3)+
d можно записать следу-

ющим образом:
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Приложение 5

Исходный код алгоритма управления волнопродуктором на базе

уравнения Захарова
clear a l l
c l e a r v a r s
c l e a r v a r s −global
format long

global g ;
g = 9 . 8 1 ;
z e rova lue = 1e−100;

%% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% De f in i t i on o f the wavemaker shape
%
% / /
% / f r e e sur face /
% −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
% | / ^ /
% . / | /
% | / | /
% . / | /
% | / | /
% . / | /
% |/ | h /
% −−−−−−−−−o Location o f the hinge | /
% ^ | | /
% | | | /
% −L | | | /
% | | | /
% v | bottom v /
% ===================================================================
% ^ /
% | /
% L | /
% | /
% v /
% −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−o Location o f the hinge

h = 0 . 6 ;
L = 1e5 ;

%% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% De f in i t i on o f the t a r g e t wave t r a in at x=0
T0 = 2 . 2 ;
ka = 0 . 1 ;
w0 = 2∗pi/T0 ;

syms kk ;
d i sp_re l = w0^2 == g ∗ kk ∗ tanh ( kk ∗ h ) ;
k0 = vpaso lve ( disp_rel , kk , [ 0 i n f ] ) ;
k0 = double ( k0 ) ;

disp ( [ ’ ka␣=␣ ’ , num2str( ka ) , ’ ␣ ; ␣kh␣=␣ ’ , num2str( k0∗h ) ] ) ;

a0 = ka / k0 ;

j = 1 ;
t i = 0 ;
dt = T0/128 ;
while t i <= T0∗8

ta ( j ) = t i ;
Ea( j ) = a0 ∗ cos (w0∗ t i ) ;

t i = t i + dt ;
j = j + 1 ;

end

%% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

ETA = f f t (Ea ) ;
ETA = ETA(1 : f ix ( length (ETA) / 2 ) ) ;
ETA = ETA / length (ETA) ;

speccut = 22 ;
ETA = ETA(2 : speccut +1);
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w = [1 : speccut ] ∗ 2 ∗ pi / ( ta (end)−ta ( 1 ) ) ;

syms kk ;
disp ( ’ S ta r t ␣ eva lua t i on ␣ o f ␣k␣and␣k2w ’ ) ;
k = zeros ( s ize (w) ) ;
for j = 1 : length (w)

d i sp_re l = w( j )^2 == g ∗ kk ∗ tanh ( kk ∗ h ) ;
wave_num = vpaso lve ( disp_rel , kk , [ 0 i n f ] ) ;
k ( j ) = double (wave_num ) ;

end
k2w = zeros ( s ize (w) ) ;
for j = 1 : length (w)

d i sp_re l = (2∗w( j ))^2 == g ∗ kk ∗ tanh ( kk ∗ h ) ;
wave_num = vpaso lve ( disp_rel , kk , [ 0 i n f ] ) ;
k2w( j ) = double (wave_num ) ;

end
disp ( ’ Completed ’ ) ;

% Avoid a l l unnecessary f r e quenc i e s
for j = 1 : length (ETA)

i f abs (ETA( j ) ) < 1e−3
ETA( j ) = ze rova lue ;

end
end

% Change s i gn o f w
% From f f t we have : c exp ( i w t )
% But we need : c exp ( i ( kx − wt )) = c ( i kx − i wt )
% Therefore , c shou ld be complex conjugated :
% (a + ib ) exp ( i wt ) = (a − i b ) exp(− i wt )
Aa = conj (ETA) ;
clear ETA;

Ea = ta ∗0 ;
for j = 1 : length (w)

Ea = Ea + real (Aa( j ) ∗ exp(−1 i ∗w( j )∗ ta ) ) ;
end

%% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Wavemaker v e l o c i t i e s at 1 s t order

kappa1 = g∗k . /w. / cosh ( k∗h ) ;
Lambda1 = Lambda_n( kappa1 , k , h , L ) ;
AdX1 = Lambda1 . ∗ Aa ;

dX1 = zeros ( s ize (Ea ) ) ;
for l = 1 : length (w)

dX1 = dX1 + real (AdX1( l ) ∗ exp(−1 i ∗w( l )∗ ta ) ) ;
end

% Wavemaker d i sp lacements
spec_X1 = 1 i ∗ AdX1 . / w;

X1 = zeros ( s ize (dX1 ) ) ;
for l = 1 : length (w)

X1 = X1 + real ( spec_X1( l ) ∗ exp(−1 i ∗w( l )∗ ta ) ) ;
end

%% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% 2nd−order cor r ec t i on due to f i n i t e d i sp lacements o f the wavemaker

AdX2 = zeros ( s ize (AdX1 ) ) ;
AdX2 = AdX2 + zerova lue ;
for l = 1 : length (w)

i f 2∗ l <= speccut
kappa_d = Lambda1( l ) ∗ g ∗ k ( l ) . . .

/ ( 2 . 0 ∗ (h + L) ∗ w( l )^2 ∗ cosh ( k ( l ) ∗ h ) ) ;
G = G_n(k ( l ) , k2w( l ) , h , L ) ;
AdX2(2∗ l ) = − kappa_d ∗ k2w( l )^2 ∗ (h + L) ∗ G ∗ Aa( l )^2 ;

end
end

dX2 = zeros ( s ize (dX1 ) ) ;
for l = 1 : length (w)

dX2 = dX2 + real (AdX2( l ) ∗ exp(−1 i ∗w( l )∗ ta ) ) ;
end

% Wavemaker d i sp lacements
spec_X2 = 1 i ∗ AdX2 . / w;

X2 = zeros ( s ize (dX2 ) ) ;
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for l = 1 : length (w)
X2 = X2 + real ( spec_X2( l ) ∗ exp(−1 i ∗w( l )∗ ta ) ) ;

end

%% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% 2nd−order cor r ec t i on due to bound waves

coord = 0 ;
Eb = zeros ( s ize (Ea ) ) ;
l = 1 ;
for j = 1 : length (w)

for m = 1 : length (w)
k i = k ( j ) + k (m) ;
wi = sqrt ( g ∗ k i ∗ tanh ( k i ∗ h ) ) ;
bnd = − V11(wi ,w( j ) ,w(m) , ki , k ( j ) , k (m) ) / (wi−w( j )−w(m) ) . . .

∗ (pi ∗ sqrt ( 2 . 0∗ g/w( j ) ) ∗ Aa( j ) ) . . .
∗ (pi ∗ sqrt ( 2 . 0∗ g/w(m) ) ∗ Aa(m) ) ;

AbZ( l ) = (1 . 0/ pi ) ∗ sqrt ( wi / (2 . 0∗ g ) ) ∗ bnd ;
wb( l ) = w( j ) + w(m) ;
kb ( l ) = k i ;
hnum( l ) = j + m;
Eb = Eb + real (AbZ( l ) ∗ exp(1 i ∗( kb ( l )∗ coord − wb( l )∗ ta ) ) ) ;
l = l + 1 ;

i f ( j~=m)
k i = − k( j ) + k(m) ;
wi = sqrt ( g ∗ k i ∗ tanh ( k i ∗ h ) ) ;
bnd = − V22(wi ,w( j ) ,w(m) , ki , k ( j ) , k (m) ) / (wi+w( j )−w(m) ) . . .

∗ conj (pi ∗ sqrt ( 2 . 0∗ g/w( j ) ) ∗ Aa( j ) ) . . .
∗ (pi ∗ sqrt ( 2 . 0∗ g/w(m) ) ∗ Aa(m) ) ;

AbZ( l ) = (1 . 0/ pi ) ∗ sqrt ( wi / (2 . 0∗ g ) ) ∗ bnd ;
wb( l ) = − w( j ) + w(m) ;
kb ( l ) = k i ;
hnum( l ) = − j + m;
Eb = Eb + real (AbZ( l ) ∗ exp(1 i ∗( kb ( l )∗ coord − wb( l )∗ ta ) ) ) ;
l = l + 1 ;

end

k i = − k( j ) − k(m) ;
wi = sqrt ( g ∗ k i ∗ tanh ( k i ∗ h ) ) ;
bnd = − V33(wi ,w( j ) ,w(m) , ki , k ( j ) , k (m) ) / (wi+w( j )+w(m) ) . . .

∗ conj (pi ∗ sqrt ( 2 . 0∗ g/w( j ) ) ∗ Aa( j ) ) . . .
∗ conj (pi ∗ sqrt ( 2 . 0∗ g/w(m) ) ∗ Aa(m) ) ;

AbZ( l ) = (1 . 0/ pi ) ∗ sqrt ( wi / (2 . 0∗ g ) ) ∗ bnd ;
wb( l ) = − w( j ) − w(m) ;
kb ( l ) = k i ;
hnum( l ) = − j − m;
Eb = Eb + real (AbZ( l ) ∗ exp(1 i ∗( kb ( l )∗ coord − wb( l )∗ ta ) ) ) ;
l = l + 1 ;

end
end

% Wavemaker motion to produce bound waves
AdX2bZ = zeros ( s ize (AbZ ) ) ;
spec_X2bZ = zeros ( s ize (AbZ ) ) ;
for l = 1 : length (wb)

kappa2 = 3 .0 ∗ wb( l ) / ( sinh ( kb ( l )∗h) ∗ ( 2 . 0 + cosh ( kb ( l )∗h ) ) ) ;
Lambda2 = Lambda_n( kappa2 , kb ( l ) , h , L ) ;
i f ~isnan (Lambda2)

AdX2bZ( l ) = Lambda2 ∗ AbZ( l ) ;
spec_X2bZ( l ) = 1 i ∗ AdX2bZ( l ) / wb( l ) ;

end
end

% Convert spec t ra to po s i t i v e −frequecy r ep r e s en ta t i on
Ab = zeros ( s ize (Aa ) ) ;
AdX2b = zeros ( s ize (AdX2 ) ) ;
spec_X2b = zeros ( s ize ( spec_X2 ) ) ;
for j = 1 : length (hnum)

i f abs (hnum( j ) ) <= speccut
i f hnum( j ) >= 0

Ab(abs (hnum( j ) ) ) = Ab(abs (hnum( j ) ) ) + AbZ( j ) ;
AdX2b(abs (hnum( j ) ) ) = AdX2b(abs (hnum( j ) ) ) + AdX2bZ( j ) ;
spec_X2b (abs (hnum( j ) ) ) = spec_X2b (abs (hnum( j ) ) ) + spec_X2bZ( j ) ;

else
Ab(abs (hnum( j ) ) ) = Ab(abs (hnum( j ) ) ) + conj (AbZ( j ) ) ;
AdX2b(abs (hnum( j ) ) ) = AdX2b(abs (hnum( j ) ) ) + conj (AdX2bZ( j ) ) ;
spec_X2b (abs (hnum( j ) ) ) = spec_X2b (abs (hnum( j ) ) ) + conj ( spec_X2bZ( j ) ) ;

end
end
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end

dX2b = zeros ( s ize (dX2 ) ) ;
for l = 1 : length (w)

dX2b = dX2b + real (AdX2b( l ) ∗ exp(−1 i ∗w( l )∗ ta ) ) ;
end

X2b = zeros ( s ize (dX2b ) ) ;
for l = 1 : length (w)

X2b = X2b + real ( spec_X2b ( l ) ∗ exp(−1 i ∗w( l )∗ ta ) ) ;
end

%% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Fu l l weakly−nonl inear s o l u t i on

X = X1 + X2 + X2b ;

spec_X = spec_X1 + spec_X2 + spec_X2b ;
phase_X = wrapToPi (atan2 ( real ( spec_X ) , imag( spec_X ) ) − pi /2 ) ;

X_rct = zeros ( s ize (X) ) ;
for j = 1 : length (w)

X_rct = X_rct + abs ( spec_X( j ) ) . ∗ cos (phase_X( j ) + w( j ) ∗ ta ) ;
end

%% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Write to t e x t f i l e s

%{
f i leName = ’ displ_second_order . dat ’ ;
f i l e ID = fopen ( f i leName , ’w ’ ) ;
fpr intf ( f i l e ID , ’#␣ time␣ disp lacement \n ’ ) ;
for j = 1 : length ( ta )

fpr intf ( f i l e ID , ’%15.10 e␣%15.10 e\n ’ , ta ( j ) , X( j ) ) ;
end
fclose ( f i l e ID ) ;
%}

%{
% Output 2nd order spectrum
% X = amp ∗ cos ( phase + omega ∗ t )
f i leName = ’ spec_second_order . dat ’ ;
f i l e ID = fopen ( f i leName , ’w ’ ) ;
fpr intf ( f i l e ID , ’#␣amp␣omega␣phase\n ’ ) ;
for j = 1 : length (w)

fpr intf ( f i l e ID , ’%15.10 e␣%15.10 e␣%15.10 e\n ’ , abs ( spec_X( j ) ) , w( j ) , phase_X( j ) ) ;
end
fclose ( f i l e ID ) ;
%}

%% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Plo t s

mtlbset = { [ 0 , 0 . 4 4 7 0 , 0 . 7 4 1 0 ] ; [ 0 . 8 5 0 0 , 0 . 3 2 5 0 , 0 . 0 9 8 0 ] ; [ 0 . 9 2 9 0 , 0 . 6 9 4 0 , 0 . 1 2 5 0 ] ; . . .
[ 0 . 4 9 4 0 , 0 . 1 8 4 0 , 0 . 5 5 6 0 ] ; [ 0 . 4 6 6 0 , 0 . 6 7 4 0 , 0 . 1 8 8 0 ] ; . . .
[ 0 . 3 0 1 0 , 0 . 7 4 5 0 , 0 . 9 3 3 0 ] ; [ 0 . 6 3 5 0 , 0 . 0 7 8 0 , 0 . 1 8 4 0 ] } ’ ;

figure ( ’ un i t s ’ , ’ c en t imete r s ’ , ’ Po s i t i on ’ , [ 5 , 0 , 30 , 2 1 ] , ’ Color ’ , [ 1 1 1 ] ) ;

subplot ( 3 , 2 , 1 , ’ FontSize ’ ,14 , ’ XColor ’ , [ 0 0 0 ] , ’ YColor ’ , [ 0 0 0 ] , ’ box ’ , ’ on ’ ) ;
grid on ;
hold on ;
p1 = plot ( ta , Ea , ’− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 , ’ Color ’ , mt lbset {1} ) ;
p2 = plot ( ta , Eb , ’− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 , ’ Color ’ , mt lbset {5} ) ;
p3 = plot ( ta , Ea+Eb , ’− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 , ’ Color ’ , ’ b lack ’ ) ;
hold o f f ;
axis ( [ 0 2∗T0 −i n f i n f ] ) ;
xlabel ( ’ $$t , ␣ sec$$ ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ ) ;
ylabel ( ’ $$\ eta$$ ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ ) ;
legend ( [ p1 p2 p3 ] , { ’ $$\ eta ^{(1)} $$ ’ , ’ $$\ eta ^{(2)} $$ ’ , . . .

’ $$\ eta ^{(1)}+\ eta ^{(2)} $$ ’ } , . . .
’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ Locat ion ’ , ’ NorthWest ’ ) ;

subplot ( 3 , 2 , 2 , ’ FontSize ’ ,14 , ’ XColor ’ , [ 0 0 0 ] , ’ YColor ’ , [ 0 0 0 ] , . . .
’ box ’ , ’ on ’ , ’ YScale ’ , ’ l og ’ ) ;

grid on ;
hold on ;
p1 = plot (w, abs (Aa) , ’+ ’ , ’ MarkerSize ’ , 15 , ’ LineWidth ’ , 3 , . . .

’ Color ’ , mt lbset {1} ) ;
p2 = plot (w, abs (Ab) , ’ x ’ , ’ MarkerSize ’ , 15 , ’ LineWidth ’ , 3 , . . .

’ Color ’ , mt lbset {5} ) ;
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hold o f f ;
axis ( [ 0 w(end) 1e−2 i n f ] ) ;
set (gca , ’ YTick ’ , [ 1 e−2 2e−2 5e−2 1e −1 ] ) ;
xlabel ( ’ $$\omega$$ ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ ) ;
ylabel ( ’ $$spec ␣ \ ; ␣\ eta$$ ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ ) ;
legend ( [ p1 p2 ] , { ’ $$spec ␣ \ ; ␣\ eta ^{(1)} $$ ’ , ’ $$spec ␣ \ ; ␣\ eta ^{(2)} $$ ’ } , . . .

’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ Locat ion ’ , ’ SouthWest ’ ) ;

subplot ( 3 , 2 , 3 , ’ FontSize ’ ,14 , ’ XColor ’ , [ 0 0 0 ] , ’ YColor ’ , [ 0 0 0 ] , . . .
’ box ’ , ’ on ’ , ’ YScale ’ , ’ l og ’ ) ;

grid on ;
hold on ;
p1 = plot (w, abs (AdX1) , ’+ ’ , ’ MarkerSize ’ , 15 , ’ LineWidth ’ , 3 , . . .

’ Color ’ , mt lbset {1} ) ;
p2 = plot (w, abs (AdX2) , ’ x ’ , ’ MarkerSize ’ , 15 , ’ LineWidth ’ , 3 , . . .

’ Color ’ , mt lbset {5} ) ;
p3 = plot (w, abs (AdX2b) , ’ o ’ , ’ MarkerSize ’ , 11 , ’ LineWidth ’ , 3 , . . .

’ Color ’ , mt lbset {2} ) ;
hold o f f ;
axis ( [ 0 w(end) 1e−2 i n f ] ) ;
set (gca , ’ YTick ’ , [ 1 e−2 1e−1 5e −1 ] ) ;
xlabel ( ’ $$\omega$$ ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ ) ;
ylabel ( ’ $$spec ␣ \ ; ␣U$$ ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ ) ;
legend ( [ p1 p2 p3 ] , { ’ $$spec ␣ \ ; ␣U^{(1)} $$ ’ , ’ $$spec ␣ \ ; ␣U_d^{(2)} $$ ’ , . . .

’ $$spec ␣ \ ; ␣U_b^{(2)} $$ ’ } , . . .
’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ Locat ion ’ , ’ SouthWest ’ ) ;

subplot ( 3 , 2 , 4 , ’ FontSize ’ ,14 , ’ XColor ’ , [ 0 0 0 ] , ’ YColor ’ , [ 0 0 0 ] , . . .
’ box ’ , ’ on ’ , ’ YScale ’ , ’ l og ’ ) ;

grid on ;
hold on ;
p1 = plot (w, abs ( spec_X1 ) , ’+ ’ , ’ MarkerSize ’ , 15 , ’ LineWidth ’ , 3 , . . .

’ Color ’ , mt lbset {1} ) ;
p2 = plot (w, abs ( spec_X2 ) , ’ x ’ , ’ MarkerSize ’ , 15 , ’ LineWidth ’ , 3 , . . .

’ Color ’ , mt lbset {5} ) ;
p3 = plot (w, abs ( spec_X2b ) , ’ o ’ , ’ MarkerSize ’ , 11 , ’ LineWidth ’ , 3 , . . .

’ Color ’ , mt lbset {2} ) ;
hold o f f ;
axis ( [ 0 w(end) 1e−3 i n f ] ) ;
set (gca , ’ YTick ’ , [ 1 e−3 1e−2 1e −1 ] ) ;
xlabel ( ’ $$\omega$$ ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ ) ;
ylabel ( ’ $$spec ␣ \ ; ␣X$$ ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ ) ;
legend ( [ p1 p2 p3 ] , { ’ $$spec ␣ \ ; ␣X^{(1)} $$ ’ , ’ $$spec ␣ \ ; ␣X_d^{(2)} $$ ’ , . . .

’ $$spec ␣ \ ; ␣X_b^{(2)} $$ ’ } , . . .
’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ Locat ion ’ , ’ SouthWest ’ ) ;

subplot ( 3 , 2 , 5 , ’ FontSize ’ ,14 , ’ XColor ’ , [ 0 0 0 ] , ’ YColor ’ , [ 0 0 0 ] , ’ box ’ , ’ on ’ ) ;
grid on ;
hold on ;
p1 = plot ( ta , dX1 , ’− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 , ’ Color ’ , mt lbset {1} ) ;
p2 = plot ( ta , dX2 , ’− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 , ’ Color ’ , mt lbset {5} ) ;
p3 = plot ( ta , dX2b , ’− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 , ’ Color ’ , mt lbset {2} ) ;
p4 = plot ( ta , dX1+dX2+dX2b , ’− ’ , ’ LineWidth ’ , 2 , ’ Color ’ , ’ b lack ’ ) ;
hold o f f ;
axis ( [ 0 2∗T0 −i n f i n f ] ) ;
xlabel ( ’ $$t , ␣ sec$$ ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ ) ;
ylabel ( ’ $$U$$ ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ ) ;
legend ( [ p1 p2 p3 p4 ] , { ’$$U^{(1)} $$ ’ , ’$$U_d^{(2)} $$ ’ , . . .

’$$U_b^{(2)} $$ ’ , ’ $$\sum␣U$$ ’ } , . . .
’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ Locat ion ’ , ’ NorthWest ’ ) ;

subplot ( 3 , 2 , 6 , ’ FontSize ’ ,14 , ’ XColor ’ , [ 0 0 0 ] , ’ YColor ’ , [ 0 0 0 ] , ’ box ’ , ’ on ’ ) ;
grid on ;
hold on ;
p1 = plot ( ta , X, ’− ’ , ’ LineWidth ’ , 3 , ’ Color ’ , mt lbset {1} ) ;
p2 = plot ( ta , X_rct , ’ . ’ , ’ MarkerSize ’ , 5 , ’ Color ’ , ’ b lack ’ ) ;
hold o f f ;
axis ( [ 0 2∗T0 −i n f i n f ] ) ;
xlabel ( ’ $$t , ␣ sec$$ ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ ) ;
ylabel ( ’ $$X$$ ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ ) ;
legend ( [ p1 p2 ] , { ’ $$\sum␣X$$ ’ , ’$$X_{ r c t }$$ ’ } , . . .

’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ Locat ion ’ , ’ NorthWest ’ ) ;

%% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Functions

function r e t rn = V012(w0 , w1 , w2 , k0 , k1 )
global g ;
r e t rn = 1 . 0 / ( 8 . 0 ∗ pi ) ∗ sqrt ( g∗w2/(2∗w0∗w1) ) ∗ ( k0∗k1 + (w0∗w1/g )^2 ) ;

end
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function r e t rn = V11(w0 , w1 , w2 , k0 , k1 , k2 )
r e t rn = −2.0 ∗ V012 (w0 , w1 , w2 , −k0 , k1 ) + V012(w1 , w2 , w0 , k1 , k2 ) ;

end

function r e t rn = V22(w0 , w1 , w2 , k0 , k1 , k2 )
r e t rn = 2 .0 ∗ (V012 (w0 , w1 , w2 , k0 , k1 ) − V012(w0 , w2 , w1 , −k0 , k2 ) . . .

− V012(w1 , w2 , w0 , −k1 , k2 ) ) ;
end

function r e t rn = V33(w0 , w1 , w2 , k0 , k1 , k2 )
r e t rn = 2 .0 ∗ V012 (w0 , w1 , w2 , k0 , k1 ) + V012(w1 , w2 , w0 , k1 , k2 ) ;

end

function r e t rn = Lambda_n(kappa_n , k_n , h , L)
i f L >= 0

re t rn = kappa_n .∗ k_n ∗ (h + L) . ∗ ( sinh (2∗k_n∗h) + 2∗k_n∗h) . / . . .
(4 ∗ (1 − cosh (k_n∗h) + k_n∗(h+L) . ∗ sinh (k_n∗h ) ) ) ;

else
r e t rn = kappa_n .∗ k_n ∗ (h + L) . ∗ ( sinh (2∗k_n∗h) + 2∗k_n∗h) . / . . .

(4 ∗ (cosh (k_n∗L) − cosh (k_n∗h) + k_n∗(h+L) . ∗ sinh (k_n∗h ) ) ) ;
end

end

function r e t rn = G_n(k , k2w , h , L)
i f L >= 0

re t rn = (k2w / (k − k2w)^2 − k2w / (k + k2w)^2 . . .
+ k2w ∗ cosh ( ( k2w + k) ∗ h) / (k + k2w)^2 . . .
+ k ∗ (h + L) ∗ sinh ( ( k + k2w)∗h) / (k + k2w) . . .
+ k ∗ (k − k2w) ∗ (h + L) ∗ sinh ( ( k − k2w)∗h) / (k − k2w)^2 . . .
− k2w ∗ cosh ( ( k − k2w)∗h) / (k − k2w)^2) . . .
/ ( 2 . 0 ∗ ( 1 . 0 − cosh (k2w ∗ h) + k2w ∗ (h + L) ∗ sinh (k2w ∗ h ) ) ) ;

else
sigma1 = sinh ( k ∗ h ) ;
sigma2 = sinh (k2w∗h ) ;
sigma3 = sinh ( k ∗ L ) ;
sigma4 = sinh (k2w∗L ) ;
sigma5 = cosh ( k ∗ h ) ;
sigma6 = cosh (k2w∗h ) ;
sigma7 = cosh ( k ∗ L ) ;
sigma8 = cosh (k2w∗L ) ;
r e t rn = ( . . .

k2w^3 ∗ ( sigma1 ∗ sigma2 − sigma3 ∗ sigma4 ) . . .
− k^3 ∗ k2w ∗ (h + L) ∗ sigma2 ∗ sigma5 . . .
+ k^4 ∗ (h + L) ∗ sigma1 ∗ sigma6 . . .
− k^2 ∗ k2w ∗ ( sigma3 ∗ sigma4 − sigma1 ∗ sigma2 + . . .

k2w ∗ (h + L) ∗ sigma1 ∗ sigma6 ) . . .
+ k ∗ k2w^2 ∗ (k2w ∗ (h + L) ∗ sigma2 ∗ sigma5 − . . .

2 . 0 ∗ sigma5 ∗ sigma6 + 2 .0 ∗ sigma7 ∗ sigma8 ) . . .
) / ( k^2 − k2w^2)^2 . . .

/ (cosh (k2w ∗ L) − cosh (k2w ∗ h) + k2w ∗ (h + L) ∗ sinh (k2w ∗ h ) ) ;
end

end

Приложение 6

Исходный код алгоритма управления волнопродуктором на базе

нелинейного уравнения Шредингера

clear a l l
c l e a r v a r s
c l e a r v a r s −global
format long

g = 9 . 8 1 ;
z e rova lue = 1e−100;

%% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Def in i t i on o f the wavemaker shape

h = 0 . 6 ;
L = 1e5 ;

%% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Def in i t i on o f the t a r g e t wave t r a in at x=0
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T0 = 2 . 2 ;
eps = 0 . 1 ;
w0 = 2∗pi/T0 ;

syms kk ;
d i sp_re l = w0^2 == g ∗ kk ∗ tanh ( kk ∗ h ) ;
k0 = double ( vpaso lve ( disp_rel , kk , [ 0 i n f ] ) ) ;

d i sp_re l = (2∗w0)^2 == g∗kk∗tanh ( kk∗h ) ;
wave_num = vpaso lve ( disp_rel , kk , [ 0 i n f ] ) ;
k2w = double (wave_num ) ;
d i sp_re l = (3∗w0)^2 == g∗kk∗tanh ( kk∗h ) ;
wave_num = vpaso lve ( disp_rel , kk , [ 0 i n f ] ) ;
k3w = double (wave_num ) ;

kh = k0 ∗ h ;
L0 = 2∗pi / k0 ;
a0 = eps / k0 ;

disp ( [ ’ ka␣=␣ ’ , num2str(eps ) , ’ ␣ ; ␣kh␣=␣ ’ , num2str( kh ) ] ) ;

%% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% SOLVING NONLINEAR SCHRODINGER (NLS) EQUATION
%{

n = 0.5∗(1+2∗kh/sinh (2∗kh ) ) ;
cg = n ∗ (w0/k0 ) ;

dcgdk = w0∗(2∗h∗csch (2∗kh)−4∗h^2∗k0∗coth (2∗kh )∗ csch (2∗kh ) )/ (2∗ k0 ) − . . .
w0∗(1+2∗kh∗csch (2∗kh ) )/ (2∗ k0 ^2) ;

alpha = −1/(2∗cg ^3)∗dcgdk ;
beta = (k0^3/n ) ∗ ( ( cosh (4∗kh)+8−2∗tanh ( kh )^2)/(16∗ sinh ( kh )^4) − . . .

1/(2∗ sinh (2∗kh )^2)∗(2∗ cosh ( kh)^2+n)^2/(kh/tanh ( kh)−n^2) ) ;

% Since A i s d imens ion les : A = eta / a0
alpha = alpha ∗ 0 . 5 ;
beta = beta / k0^2;

t l e n = 32 ;
t f r a c = 64 ;
dt = T0/ t f r a c ;
Ttot = t l e n ∗T0 ;

t = −Ttot /2 : dt : Ttot/2−dt ;

NN = t l en ∗ t f r a c ;
N2 = NN/2 ;

dx = −L0/ t f r a c ;
dks i = eps^2∗dx ; % dimens ion le s s i n t e g r a t i on

% I n i t i a l cond i t i ons
xf = 10 ;
x = xf ;
xend = 0 ;

m = 3 . 0 ;
A = exp(−( t /(m∗T0) ) .^2 ) ∗exp(−1 i ∗k0∗ xf ) ;

eta = a0∗ real (A. ∗exp(1 i ∗( k0∗x−w0∗ t ) ) ) ;

ETAi = f f t ( eta ) ;
ETAi = ETAi(1 : f ix ( length (ETAi) / 2 ) ) ;
ETAi = ETAi / length (ETAi ) ;
w = [0 : length (ETAi)−1] ∗ 2 ∗ pi / ( t (end)−t ( 1 ) ) ;

% From Matlab : f f t = c exp ( iwt )
% Here we de f ine sur face e l e v a t i on as c exp(−iwt )
% Therefore nega t i v e f r e quenc i e s f i r s t
nu ( 1 :N2+1) = 0:−1:−N2 ;
nu ( (N2+2):NN) = N2−1:−1:1;

for j = 1 :NN
exp fac t ( j ) = exp(1 i ∗ alpha ∗(nu( j )∗2∗ pi /( Ttot∗eps ))^2∗ dks i ) ;

end

% In t e g ra t e NLS equat ion numer ica l l y

figure ( ’ pos ’ , [ 200 200 800 6 0 0 ] ) ;
x = x + dx ;
while x > xend

% Numerical s o l u t i on to qub ic term
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Q = 1 i ∗beta∗abs (A) . ∗ abs (A) . ∗A;
At i lda = A − dks i ∗Q/2 ;

Q = 1 i ∗beta∗abs ( At i lda ) . ∗ abs ( At i lda ) . ∗ At i lda ;
At i lda2 = A − dks i ∗Q;

% Linear d i s p e r s i on
A = i f f t ( f f t ( At i lda2 ) . ∗ exp fac t ) ;

% Surface e l e v a t i on
eta = a0∗ real (A. ∗exp(1 i ∗( k0∗x−w0∗ t ) ) ) ;

% Spectrum of sur face e l e v a t i on
ETA = f f t ( eta ) ;
ETA = ETA(1 : f ix ( length (ETA) / 2 ) ) ;
ETA = ETA / length (ETA) ;

x = x + dx ;

% Show r e s u l t s and pause
subplot ( 2 , 1 , 1 )
plot ( t + x/cg , eta , ’−b ’ )
hold on
plot ( t + x/cg , a0∗abs (A) , ’−r ’ )
hold o f f
xlabel ( ’ time , ␣ sec ’ )
ylabel ( ’ \ eta , ␣m’ )
subplot ( 2 , 1 , 2 )
plot (w/w0 , abs (ETAi) , ’−k ’ )
hold on
plot (w/w0 , abs (ETA) , ’ . b ’ )
hold o f f
xlabel ( ’ \omega␣/␣\omega_0 ’ )
ylabel ( ’ | f f t (\ eta ) | , ␣m’ )
axis ( [ 0 3 −i n f i n f ] )
t i t l e ( [ ’ x␣=␣ ’ , num2str( x ) , ’ ␣m’ ] )
pause (1 e−5)

end

%}

% %{

t = [ 0 : T0/128:3∗T0 ] ;

A = 1 ;

% %}

%% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Surface e l e v a t i on (1− s t ) + (2−nd) + (3−rd ) order

eta1 = a0 ∗ real (A . ∗ exp(−1 i ∗w0∗ t ) ) . . .
/ a0 ;

eta2 = ( a0^2∗k0 )/4 . . .
∗ (cosh ( k0∗h)∗(2+cosh (2∗ k0∗h ) ) ) / sinh ( k0∗h)^3 . . .
∗ real (A.^2 . ∗ exp(−2∗1 i ∗w0∗ t ) ) . . .
/ a0 ;

eta3 = ( a0^3∗k0 )/24 . . .
∗ (23∗ k0 − 9∗w0 + 3∗(4∗w0−3∗k0 )∗cosh (2∗ k0∗h) . . .
+ (4∗k0−3∗w0)∗cosh (4∗ k0∗h ) ) / sinh ( k0∗h)^4 . . .
∗ real (A.^3 . ∗ exp(−3∗1 i ∗w0∗ t ) ) . . .
/ a0 ;

%% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Wavemaker motion at 1−s t order

X1_max = ( a0∗g∗k0^2∗(h+L))/ (2∗w0^2) ∗ ( sinh ( k0∗h)+k0∗h∗sech ( k0∗h ) ) . . .
/ (1−cosh ( k0∗h)+k0 ∗(h+L)∗ sinh ( k0∗h ) ) ;

U1_max = w0 ∗ X1_max;

X1 = ( a0∗g∗k0^2∗(h+L))/ (2∗w0^2) ∗ ( sinh ( k0∗h)+k0∗h∗sech ( k0∗h ) ) . . .
/ (1−cosh ( k0∗h)+k0 ∗(h+L)∗ sinh ( k0∗h ) ) . . .
∗ (1 i ∗ A . ∗ exp(−1 i ∗w0∗ t ) ) ;

U1 = −1 i ∗ w0 ∗ X1 ;
X1 = real (X1) / X1_max;
U1 = real (U1) / U1_max;

%% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Wavemaker motion at 2−nd order

X2b = (3/32)∗ a0^2∗k0^2∗(h+L) ∗ (4∗ k0∗h + sinh (4∗ k0∗h ) ) . . .
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/ ( sinh ( k0∗h)^6∗(2∗ k0 ∗(h+L)∗coth ( k0∗h)−1)) . . .
∗ (1 i ∗ A.^2 . ∗ exp(−2∗1 i ∗w0∗ t ) ) ;

U2b = −1 i ∗ 2∗w0 ∗ X2b ;
X2b = real (X2b) / X1_max;
U2b = real (U2b) / U1_max;

X2d = − ( a0^2∗g^2∗k0^3∗k2w^2∗(h+L) ) . . .
/ (8∗w0^4∗(1−cosh (k2w∗h)+k2w∗(h+L)∗ sinh (k2w∗h ) ) ) . . .
∗ (cosh ( k0∗h)^2∗(2∗ k0∗h+sinh (2∗ k0∗h ) ) ) . . .
/ ((1+cosh (2∗ k0∗h))^2 ∗ (1−cosh ( k0∗h)+k0 ∗(h+L)∗ sinh ( k0∗h ) ) ) . . .
∗ ( k2w/(k0−k2w)^2 . . .

− k2w/( k0+k2w)^2 . . .
+ k2w∗cosh ( ( k0+k2w)∗h )/ ( k0+k2w)^2 . . .
+ k0 ∗(h+L)∗ sinh ( ( k0+k2w)∗h )/ ( k0+k2w) . . .
− k2w∗cosh ( ( k0−k2w)∗h )/ ( k0−k2w)^2 . . .
+ k0 ∗( k0−k2w)∗( h+L)∗ sinh ( ( k0−k2w)∗h )/ ( k0−k2w)^2 ) . . .

∗ (1 i ∗ A.^2 . ∗ exp(−2∗1 i ∗w0∗ t ) ) ;
U2d = −1 i ∗ 2∗w0 ∗ X2d ;
X2d = real (X2d) / X1_max;
U2d = real (U2d) / U1_max;

%% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Wavemaker motion at 3−rd order

X3b = ( a0^3∗k0^3∗(h+L))/96 . . .
∗ csch ( k0∗h)^5 ∗ (5+30∗cosh (2∗ k0∗h)+cosh (4∗ k0∗h ) ) . . .
∗ (6∗ k0∗h+sinh (6∗ k0∗h ) ) . . .
/ ( (2∗ cosh (2∗ k0∗h)−1) ∗ (1−cosh (3∗ k0∗h)+3∗k0 ∗(h+L)∗ sinh (3∗ k0∗h ) ) ) . . .
∗ (1 i ∗ A.^3 . ∗ exp(−3∗1 i ∗w0∗ t ) ) ;

U3b = −1 i ∗ 3∗w0 ∗ X3b ;
X3b = real (X3b) / X1_max;
U3b = real (U3b) / U1_max;

X3d_sub_1 = (3∗ a0^3∗g∗k0^4∗(h+L) ) / (256∗w0^2∗sinh ( k0∗h)^4∗cosh ( k0∗h ) ) . . .
∗ ((1+2∗k0^2∗h∗(h+2∗L) − cosh (2∗ k0∗h) . . .
+ 2∗k0 ∗(h+L)∗ sinh (2∗ k0∗h ) ) ∗ (4∗ k0∗h+sinh (4∗ k0∗h ) ) ) . . .
/ ( ( cosh ( k0∗h)−k0 ∗(h+L)∗ sinh ( k0∗h)−1) . . .
∗ (cosh (2∗ k0∗h) − 2∗k0 ∗(h+L)∗ sinh (2∗ k0∗h) − 1) ) . . .
∗ (1 i ∗ A.^3 . ∗ exp(−1 i ∗w0∗ t ) ) ;

U3d_sub_1 = −1 i ∗ w0 ∗ X3d_sub_1 ;
X3d_sub_1 = real (X3d_sub_1) / X1_max;
U3d_sub_1 = real (U3d_sub_1) / U1_max;

X3d_sub_2 = ( a0^3∗g^3∗k0^6∗(h+L)∗(2∗ k0∗h+sinh (2∗ k0∗h ))^2) . . .
/ (3072∗w0^6∗cosh ( k0∗h)^6) . . .
∗ (6∗ k0 ∗(h+L)∗cosh (2∗ k0∗h) − 2∗k0 ∗(3∗L+2∗k0^2∗h∗(h^2+3∗h∗L+3∗L^2)) . . .
− 3∗(1+2∗k0^2∗(h+L)^2)∗ sinh (2∗ k0∗h ) ) . . .
/ ( sech ( k0∗h)+k0 ∗(h+L)∗tanh ( k0∗h)−1)^3 . . .
∗ (1 i ∗ A.^3 . ∗ exp(−1 i ∗w0∗ t ) ) ;

U3d_sub_2 = −1 i ∗ w0 ∗ X3d_sub_2 ;
X3d_sub_2 = real (X3d_sub_2) / X1_max;
U3d_sub_2 = real (U3d_sub_2) / U1_max;

X3d_sub_3 = ( a0^3∗g∗k0^4∗(h+L)∗(2∗ k0∗h+sinh (2∗ k0∗h ) ) ) . . .
/ (96∗w0^2∗sinh ( k0∗h)^4∗cosh ( k0∗h ) ) . . .
∗ (10−9∗cosh ( k0∗h)−cosh (3∗ k0∗h) . . .
+ 3∗k0 ∗(h+L)∗(3∗ sinh ( k0∗h)+sinh (3∗ k0∗h ) ) ) . . .
/ (1−cosh ( k0∗h)+k0 ∗(h+L)∗ sinh ( k0∗h))^2 . . .
∗ (1 i ∗ A.^3 . ∗ exp(−1 i ∗w0∗ t ) ) ;

U3d_sub_3 = −1 i ∗ w0 ∗ X3d_sub_3 ;
X3d_sub_3 = real (X3d_sub_3) / X1_max;
U3d_sub_3 = real (U3d_sub_3) / U1_max;

X3d_sub_4 = (3∗ a0^3∗g∗k0^4∗(h+L)∗ csch ( k0∗h)^2∗csch (2∗ k0∗h)^2 . . .
∗ (4∗ k0∗h+sinh (4∗ k0∗h ) ) ) . . .
/ (32∗w0^2 ∗ ( k0 ∗(h+L)−tanh ( k0∗h/2)) ∗ (2∗ k0 ∗(h+L)−tanh ( k0∗h ) ) ) . . .
∗ (1 i ∗ A.^3 . ∗ exp(−1 i ∗w0∗ t ) ) ;

U3d_sub_4 = −1 i ∗ w0 ∗ X3d_sub_4 ;
X3d_sub_4 = real (X3d_sub_4) / X1_max;
U3d_sub_4 = real (U3d_sub_4) / U1_max;

X3d_sub_5 = ( a0^3∗g^3∗k0^6∗(h+L) . . .
∗ (2∗ k0∗L−2∗k0 ∗(h+L)∗cosh (2∗ k0∗h)+sinh (2∗ k0∗h ) ) . . .
∗ (2∗ k0∗h+sinh (2∗ k0∗h ))^2) . . .
/ (512∗w0^6∗cosh ( k0∗h)^6 ∗ ( sech ( k0∗h)+k0 ∗(h+L)∗tanh ( k0∗h)−1)^3) . . .
∗ (1 i ∗ A.^3 . ∗ exp(−1 i ∗w0∗ t ) ) ;

U3d_sub_5 = −1 i ∗ w0 ∗ X3d_sub_5 ;
X3d_sub_5 = real (X3d_sub_5) / X1_max;
U3d_sub_5 = real (U3d_sub_5) / U1_max;
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X3d_sub_6 = ( a0^3∗g∗k0^4∗(h+L) ∗ (cosh ( k0∗h)^3−1) ∗ (2∗ k0∗h+sinh (2∗ k0∗h ) ) ) . . .
/ (16∗w0^2∗sinh ( k0∗h)^6∗cosh ( k0∗h) ∗ ( k0 ∗(h+L)−tanh ( k0∗h/2))^2) . . .
∗ (1 i ∗ A.^3 . ∗ exp(−1 i ∗w0∗ t ) ) ;

U3d_sub_6 = −1 i ∗ w0 ∗ X3d_sub_6 ;
X3d_sub_6 = real (X3d_sub_6) / X1_max;
U3d_sub_6 = real (U3d_sub_6) / U1_max;

X3d_sup_1 = ( a0^3∗g∗k0^4∗k3w^2∗(h+L)∗(4∗ k0∗h+sinh (4∗ k0∗h ) ) ) . . .
/ (64∗w0^2∗sinh ( k0∗h)^4∗cosh ( k0∗h ) ) . . .
∗ (cosh ( ( k0−k3w)∗h) − 2∗( k0^2+k3w^2)/( k0+k3w)^2 . . .
− (k0−k3w)/( k0+k3w)^2 ∗ ( ( k3w−k0 )∗cosh ( ( k0+k3w)∗h) . . .
+ 2∗( k0+k3w)∗( h+L)∗( k0∗cosh (k3w∗h)∗ sinh ( k0∗h) . . .
− k3w∗cosh ( k0∗h)∗ sinh (k3w∗h ) ) ) ) . . .
/ ( ( k0−k3w)^2 ∗ (1−cosh (2∗ k0∗h)+2∗k0 ∗(h+L)∗ sinh (2∗ k0∗h ) ) . . .
∗ (1−cosh (k3w∗h)+k3w∗(h+L)∗ sinh (k3w∗h ) ) ) . . .
∗ (1 i ∗ A.^3 . ∗ exp(−3∗1 i ∗w0∗ t ) ) ;

U3d_sup_1 = −1 i ∗ 3∗w0 ∗ X3d_sup_1 ;
X3d_sup_1 = real (X3d_sup_1) / X1_max;
U3d_sup_1 = real (U3d_sup_1) / U1_max;

X3d_sup_2 = ( a0^3∗g^3∗k0^7∗k3w^2∗(h+L)∗(2∗ k0∗h+sinh (2∗ k0∗h ))^2) . . .
/ (768∗w0^6∗cosh ( k0∗h)^5) ∗ ( ( 2∗ ( h+L)∗cosh ( ( k0−k3w)∗h ) ) / ( k0−k3w)^2 . . .
+ (2∗( k0+k3w)∗( h+L)∗cosh ( ( k0+k3w)∗h ) ) / ( k0+k3w)^3 . . .
− (4∗( k0^4−k3w^4)∗L+(k0+k3w)^3∗(2+(k0−k3w)^2∗(h+L)^2) . . .
∗ sinh ( ( k0−k3w)∗h ) ) / ( k0^2−k3w^2)^3 . . .
− ((2+(k0+k3w)^2∗(h+L)^2)∗ sinh ( ( k0+k3w)∗h ) ) / ( k0+k3w)^3) . . .
/ ( ( cosh (k3w∗h)−k3w∗(h+L)∗ sinh (k3w∗h)−1) . . .
∗ ( sech ( k0∗h)+k0 ∗(h+L)∗tanh ( k0∗h)−1)^2) . . .
∗ (1 i ∗ A.^3 . ∗ exp(−3∗1 i ∗w0∗ t ) ) ;

U3d_sup_2 = −1 i ∗ 3∗w0 ∗ X3d_sup_2 ;
X3d_sup_2 = real (X3d_sup_2) / X1_max;
U3d_sup_2 = real (U3d_sup_2) / U1_max;

X3d_sup_3 = ( a0^3∗g∗k0^4∗k3w^2∗(h+L)∗(2∗ k0∗h+sinh (2∗ k0∗h ) ) ) . . .
/ (32∗w0^2∗sinh ( k0∗h)^4∗cosh ( k0∗h ) ) . . .
∗ (1/(k3w−2∗k0)^2 + 1/(2∗ k0+k3w)^2 . . .
− cosh ( (2∗ k0−k3w)∗h )/ (k3w−2∗k0)^2 . . .
− cosh ( (2∗ k0+k3w)∗h )/(2∗ k0+k3w)^2 . . .
+ ( ( h+L)∗ sinh ( (2∗ k0−k3w)∗h ) )/ (2∗ k0−k3w) . . .
+ ( ( h+L)∗ sinh ( (2∗ k0+k3w)∗h ) )/ (2∗ k0+k3w ) ) . . .
/ ( ( cosh ( k0∗h)−k0 ∗(h+L)∗ sinh ( k0∗h)−1) . . .
∗ (1−cosh (k3w∗h)+k3w∗(h+L)∗ sinh (k3w∗h ) ) ) . . .
∗ (1 i ∗ A.^3 . ∗ exp(−3∗1 i ∗w0∗ t ) ) ;

U3d_sup_3 = −1 i ∗ 3∗w0 ∗ X3d_sup_3 ;
X3d_sup_3 = real (X3d_sup_3) / X1_max;
U3d_sup_3 = real (U3d_sup_3) / U1_max;

X3d_sup_4 = ( a0^3∗g∗k0^3∗k3w^2∗(h+L)∗(4∗ k0∗h+sinh (4∗ k0∗h ) ) ) . . .
/ (32∗w0^2∗(k0^2−k3w^2)∗ sinh ( k0∗h)^4∗cosh ( k0∗h ) ) . . .
∗ ( k0 − k0∗cosh ( k0∗h)∗cosh (k3w∗h) + k3w∗sinh ( k0∗h)∗ sinh (k3w∗h ) ) . . .
/ ((1−cosh (2∗ k0∗h)+2∗k0 ∗(h+L)∗ sinh (2∗ k0∗h ) ) . . .
∗ (1−cosh (k3w∗h)+k3w∗(h+L)∗ sinh (k3w∗h ) ) ) . . .
∗ (1 i ∗ A.^3 . ∗ exp(−3∗1 i ∗w0∗ t ) ) ;

U3d_sup_4 = −1 i ∗ 3∗w0 ∗ X3d_sup_4 ;
X3d_sup_4 = real (X3d_sup_4) / X1_max;
U3d_sup_4 = real (U3d_sup_4) / U1_max;

X3d_sup_5 = ( a0^3∗g^3∗k0^6∗k3w^2∗(h+L)∗(2∗ k0∗h+sinh (2∗ k0∗h ))^2) . . .
/ (384∗w0^6∗cosh ( k0∗h)^5) . . .
∗ ( ( h+L)∗cosh ( ( k0−k3w)∗h )/ ( k0−k3w) . . .
+ (h+L)∗cosh ( ( k0+k3w)∗h )/ ( k0+k3w) . . .
− (2∗ k0 ∗( k0^2−k3w^2)∗L+(k0+k3w)^2∗ sinh ( ( k0−k3w)∗h ) ) . . .
/ ( k0^2−k3w^2)^2 − sinh ( ( k0+k3w)∗h )/ ( k0+k3w)^2) . . .
/ ((1−cosh (k3w∗h)+k3w∗(h+L)∗ sinh (k3w∗h ) ) . . .
∗ ( sech ( k0∗h)+k0 ∗(h+L)∗tanh ( k0∗h)−1)^2) . . .
∗ (1 i ∗ A.^3 . ∗ exp(−3∗1 i ∗w0∗ t ) ) ;

U3d_sup_5 = −1 i ∗ 3∗w0 ∗ X3d_sup_5 ;
X3d_sup_5 = real (X3d_sup_5) / X1_max;
U3d_sup_5 = real (U3d_sup_5) / U1_max;

X3d_sup_6 = ( a0^3∗g∗k0^3∗k3w^2∗(h+L)∗(2∗ k0∗h+sinh (2∗ k0∗h ) ) ) . . .
/ (1024∗w0^2∗(4∗k0^2−k3w^2)∗ sinh ( k0∗h/2)^6∗cosh ( k0∗h/2)^5∗cosh ( k0∗h ) ) . . .
∗ (2∗k0−2∗k0∗cosh (2∗ k0∗h)∗cosh (k3w∗h) + k3w∗sinh (2∗ k0∗h)∗ sinh (k3w∗h ) ) . . .
/ ( ( k0 ∗(h+L)∗ csch ( k0∗h/2)−sech ( k0∗h/2)) . . .
∗ (1−cosh (k3w∗h)+k3w∗(h+L)∗ sinh (k3w∗h ) ) ) . . .
∗ (1 i ∗ A.^3 . ∗ exp(−3∗1 i ∗w0∗ t ) ) ;

U3d_sup_6 = −1 i ∗ 3∗w0 ∗ X3d_sup_6 ;
X3d_sup_6 = real (X3d_sup_6) / X1_max;
U3d_sup_6 = real (U3d_sup_6) / U1_max;
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X3d_sub = X3d_sub_1 + X3d_sub_2 + X3d_sub_3 + X3d_sub_4 + X3d_sub_5 + X3d_sub_6 ;
U3d_sub = U3d_sub_1 + U3d_sub_2 + U3d_sub_3 + U3d_sub_4 + U3d_sub_5 + U3d_sub_6 ;

X3d_sup = X3d_sup_1 + X3d_sup_2 + X3d_sup_3 + X3d_sup_4 + X3d_sup_5 + X3d_sup_6 ;
U3d_sup = U3d_sup_1 + U3d_sup_2 + U3d_sup_3 + U3d_sup_4 + U3d_sup_5 + U3d_sup_6 ;

%% %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
% Plo t s

mtlbset = { [ 0 , 0 . 4 4 7 0 , 0 . 7 4 1 0 ] ; [ 0 . 8 5 0 0 , 0 . 3 2 5 0 , 0 . 0 9 8 0 ] ; [ 0 . 9 2 9 0 , 0 . 6 9 4 0 , 0 . 1 2 5 0 ] ; . . .
[ 0 . 4 9 4 0 , 0 . 1 8 4 0 , 0 . 5 5 6 0 ] ; [ 0 . 4 6 6 0 , 0 . 6 7 4 0 , 0 . 1 8 8 0 ] ; . . .
[ 0 . 3 0 1 0 , 0 . 7 4 5 0 , 0 . 9 3 3 0 ] ; [ 0 . 6 3 5 0 , 0 . 0 7 8 0 , 0 . 1 8 4 0 ] } ’ ;

figure ( ’ un i t s ’ , ’ c en t imete r s ’ , ’ Po s i t i on ’ , [ 5 , 0 , 21 , 2 1 ] , ’ Color ’ , [ 1 1 1 ] ) ;

subplot ( 3 , 1 , 1 , ’ FontSize ’ ,14 , ’ XColor ’ , [ 0 0 0 ] , ’ YColor ’ , [ 0 0 0 ] , ’ box ’ , ’ on ’ ) ;
grid on ;
hold on ;
p1 = plot ( t , eta1 , ’− ’ , ’ LineWidth ’ , 1 . 5 , ’ Color ’ , mt lbset {1} ) ;
p2 = plot ( t , eta1+eta2 , ’− ’ , ’ LineWidth ’ , 1 . 5 , ’ Color ’ , mt lbset {5} ) ;
p3 = plot ( t , eta1+eta2+eta3 , ’− ’ , ’ LineWidth ’ , 1 . 5 , ’ Color ’ , ’ b lack ’ ) ;
hold o f f
y t i c k s ([−1 −0.5 0 0 .5 1 1 . 5 ] ) ;
xlabel ( ’ $$t , ␣ sec$$ ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ ) ;
ylabel ( ’ $$\ eta ␣/␣a_0$$ ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ ) ;
legend ( [ p1 p2 p3 ] , { ’ $$\ eta ^{(1)} $$ ’ , ’ $$\ eta ^{(1)}+\ eta ^{(2)} $$ ’ , . . .

’ $$\ eta ^{(1)}+\ eta ^{(2)}+\ eta ^{(3)} $$ ’ } , . . .
’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ Locat ion ’ , ’ NorthWest ’ ) ;

subplot ( 3 , 1 , 2 , ’ FontSize ’ ,14 , ’ XColor ’ , [ 0 0 0 ] , ’ YColor ’ , [ 0 0 0 ] , ’ box ’ , ’ on ’ ) ;
grid on ;
hold on ;
p1 = plot ( t , U1 , ’− ’ , ’ LineWidth ’ , 1 . 5 , ’ Color ’ , mt lbset {1} ) ;
p2 = plot ( t , U2b+U2d , ’− ’ , ’ LineWidth ’ , 1 . 5 , ’ Color ’ , mt lbset {5} ) ;
p3 = plot ( t , U3b+U3d_sub+U3d_sup , ’− ’ , ’ LineWidth ’ , 1 . 5 , ’ Color ’ , mt lbset {2} ) ;
p4 = plot ( t , U1+U2b+U2d+U3b+U3d_sub+U3d_sup , ’−k ’ , ’ LineWidth ’ , 1 . 5 ) ;
hold o f f
y t i c k s ([−1 −0.5 0 0 .5 1 ] ) ;
xlabel ( ’ $$t , ␣ sec$$ ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ ) ;
ylabel ( ’$$U␣/␣max(U^{(1)}) $$ ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ ) ;
legend ( [ p1 p2 p3 p4 ] , { ’$$U^{(1)} $$ ’ , ’$$U_b^{(2)}+U_d^{(2)} $$ ’ , . . .

’$$U_b^{(3)}+U_d^{(3)−}+U_d^{(3)+}$$ ’ . . .
’ $$U^{(1)}+U^{(2)}+U^{(3)} $$ ’ } , . . .

’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ Locat ion ’ , ’ NorthWest ’ ) ;

subplot ( 3 , 1 , 3 , ’ FontSize ’ ,14 , ’ XColor ’ , [ 0 0 0 ] , ’ YColor ’ , [ 0 0 0 ] , ’ box ’ , ’ on ’ ) ;
grid on ;
hold on ;
p1 = plot ( t , X1 , ’− ’ , ’ LineWidth ’ , 1 . 5 , ’ Color ’ , mt lbset {1} ) ;
p2 = plot ( t , X2b+X2d , ’− ’ , ’ LineWidth ’ , 1 . 5 , ’ Color ’ , mt lbset {5} ) ;
p3 = plot ( t , X3b+X3d_sub+X3d_sup , ’− ’ , ’ LineWidth ’ , 1 . 5 , ’ Color ’ , mt lbset {2} ) ;
p4 = plot ( t , X1+X2b+X2d+X3b+X3d_sub+X3d_sup , ’−k ’ , ’ LineWidth ’ , 1 . 5 ) ;
hold o f f
y t i c k s ([−1 −0.5 0 0 .5 1 ] ) ;
xlabel ( ’ $$t , ␣ sec$$ ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ ) ;
ylabel ( ’$$X␣/␣max(X^{(1)}) $$ ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ ) ;
legend ( [ p1 p2 p3 p4 ] , { ’$$X^{(1)} $$ ’ , ’$$X_b^{(2)}+X_d^{(2)} $$ ’ , . . .

’$$X_b^{(3)}+X_d^{(3)−}+X_d^{(3)+}$$ ’ . . .
’ $$X^{(1)}+X^{(2)}+X^{(3)} $$ ’ } , . . .

’ i n t e r p r e t e r ’ , ’ l a t e x ’ , ’ FontSize ’ , 15 , ’ Locat ion ’ , ’ NorthWest ’ ) ;
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Приложение 7

Патенты на изобретения и полезные модели.

Свидетельства о государственной регистрации программ для ЭВМ



3/6/2018 ИЗ №2533590

1/2

     

Статус: 
Пошлина:

действует (последнее изменение статуса: 28.08.2017) 
учтена за 5 год с 05.02.2017 по 04.02.2018

(21)(22) Заявка: 2013104581/06, 04.02.2013

(24) Дата начала отсчета срока действия патента: 
 04.02.2013

Приоритет(ы):
(22) Дата подачи заявки: 04.02.2013

(43) Дата публикации заявки: 10.08.2014 Бюл. №
22

(45) Опубликовано: 20.11.2014 Бюл. № 32

(56) Список документов, цитированных в отчете о
поиске: RU 2370710 C1, 20.10.2009. US
2907174 A, 06.10.1959. US 3173273 A,
16.03.1965

Адрес для переписки:
 620049, г.Екатеринбург, пер. Автоматики, 8,

оф. 202, ООО "КБ "ЧКЗ-ЮГСОН"

(72) Автор(ы):
 Ловцов Александр Викторович (RU),

 Носков Александр Семенович (RU),
 Сыропятов Владимир Павлович (RU),

 Хаит Анатолий Вильич (RU)

(73) Патентообладатель(и):
 Общество с ограниченной

ответственностью "Конструкторское бюро
" ЧКЗ - ЮГСОН " (RU)

(54) ВИХРЕВАЯ ТРУБА

РОССИЙСКАЯ ФЕДЕРАЦИЯ 

 

ФЕДЕРАЛЬНАЯ СЛУЖБА 
ПО ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНОЙ СОБСТВЕННОСТИ

(19)
RU

(11)
2 533 590

(13)
C2

(51) МПК
F25B 9/04 (2006.01)

(12) ОПИСАНИЕ ИЗОБРЕТЕНИЯ К ПАТЕНТУ

(57) Реферат:
Изобретение относится к энергетике. Вихревая труба состоит из соплового ввода,

камеры энергоразделения, дросселя для торможения горячего потока и диффузора.
Сопловой ввод содержит направляющие лопатки каплевидной формы, симметричные
относительно оси, проходящей через кромку лопатки. Проточная часть соплового
ввода, расположенная за направляющими лопатками, выполнена в виде поворота,
ограниченного двумя поверхностями вращения, образующие которых представляют
собой дуги. Направляющие лопатки соплового ввода выполнены с возможностью
поворота относительно оси, перпендикулярной к плоскостям прилегания лопаток.
Изобретение направлено на увеличение энергетической эффективности вихревой
трубы, работающей как в дозвуковом, так и в сверхзвуковом режимах. 2 з.п. ф-лы, 3



3/6/2018 ИЗ №2406952
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Статус: 
Пошлина:

прекратил действие, но может быть восстановлен (последнее изменение статуса:
17.04.2017) 
учтена за 7 год с 24.07.2015 по 23.07.2016

(21)(22) Заявка: 2009128539/06, 23.07.2009

(24) Дата начала отсчета срока действия патента: 
 23.07.2009

(45) Опубликовано: 20.12.2010 Бюл. № 35

(56) Список документов, цитированных в отчете о
поиске: RU 32492 U1, 20.09.2003. SU 842363
A1, 30.06.1981. SU 567915 A1, 05.08.1977. SU
211398 A, 08.02.1968. SU 1129475 A1,
15.12.1984. SU 1096471 A1, 07.06.1984.

Адрес для переписки:
 620049, г.Екатеринбург, пер. Автоматики, 8,

оф.202, ООО Конструкторское бюро "ЧКЗ-
ЮГСОН"

(72) Автор(ы):
 Сыропятов Владимир Павлович (RU),

 Ловцов Александр Викторович (RU),
 Ан Александр Владимирович (RU),

 Кирсанов Юрий Александрович (RU),
 Хаит Анатолий Вильич (RU)

(73) Патентообладатель(и):
 Общество с ограниченной

ответственностью "Конструкторское бюро
" ЧКЗ - ЮГСОН " (RU)

(54) ЦИКЛИЧЕСКАЯ СУШИЛКА СЕМЯН И ЗЕРНА

РОССИЙСКАЯ ФЕДЕРАЦИЯ 

 

ФЕДЕРАЛЬНАЯ СЛУЖБА 
ПО ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНОЙ СОБСТВЕННОСТИ, 
ПАТЕНТАМ И ТОВАРНЫМ ЗНАКАМ

(19)
RU

(11)
2 406 952

(13)
C1

(51) МПК
F26B 9/06 (2006.01)

(12) ОПИСАНИЕ ИЗОБРЕТЕНИЯ К ПАТЕНТУ

(57) Реферат:
Изобретение относится к сельскохозяйственному производству, в частности к

сушке семян и зерна (продовольственного и фуражного), и может быть использовано
также в лесном хозяйстве и пищевой промышленности, как в крупных хозяйствах
промышленного типа, так и в фермерских и личных хозяйствах при ограниченных
объемах производства. Сущностью изобретения является то, что для нагрева и
охлаждения подаваемого в бункеры воздуха используют вихревую трубу,
соединенную своими выходами с бункерами через устройства переключения потоков
нагретого и охлажденного воздуха, а в качестве нагнетателя воздуха используется
источник сжатого воздуха в виде компрессора или воздуходувки, при этом
нагнетаемый воздух от источника подается в осушитель, а затем в вихревую трубу,
где происходит его разделение на нагретый и охлажденный потоки, причем холодный
поток воздуха при этом используют для достижения эффекта окончательного
охлаждения продукта перед выгрузкой, а температуру теплоносителя регулируют
подачей воздуха, нагнетаемого в вихревую трубу. Изобретение позволяет
использовать одно устройство для нагрева и охлаждения подаваемого на сушку
воздуха и регулировать (изменять) продолжительность циклов нагрева и охлаждения
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Статус: 
Пошлина:

может прекратить свое действие (последнее изменение статуса: 27.12.2017) 
учтена за 5 год с 22.08.2016 по 21.08.2017

(21)(22) Заявка: 2012135922/06, 21.08.2012

(24) Дата начала отсчета срока действия патента: 
 21.08.2012

Приоритет(ы):
(22) Дата подачи заявки: 21.08.2012

(45) Опубликовано: 20.01.2013 Бюл. № 2

Адрес для переписки:
 620049, г.Екатеринбург, пер. Автоматики, 8,

оф.202, ООО "КБ "ЧКЗ-ЮГСОН"

(72) Автор(ы):
 Сыропятов Владимир Павлович (RU),

 Ловцов Александр Викторович (RU),
 Хаит Анатолий Вильич (RU),

 Пильник Александр Самуилович (RU),
 Чернобородов Вадим Игоревич (RU)

(73) Патентообладатель(и):
 Общество с ограниченной

ответственностью "Конструкторское бюро
" ЧКЗ - ЮГСОН " (RU)

(54) ПЕРЕНОСНОЙ ПАРОГЕНЕРАТОРНЫЙ МОДУЛЬ С ЦИРКУЛЯЦИЕЙ ВЫХЛОПНЫХ
ГАЗОВ

РОССИЙСКАЯ ФЕДЕРАЦИЯ 

 

ФЕДЕРАЛЬНАЯ СЛУЖБА 
ПО ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНОЙ СОБСТВЕННОСТИ

(19)
RU

(11)
124 367

(13)
U1

(51) МПК
F22B 33/18 (2006.01)

(12) ОПИСАНИЕ ПОЛЕЗНОЙ МОДЕЛИ К ПАТЕНТУ

(57) Реферат:
1. Переносной парогенераторный модуль с принудительной циркуляцией

выхлопных газов, содержащий теплообменный аппарат вертикального типа,
соединенный с ним насос и заслонку, при этом модуль оснащен системой
автоматического управления, отличающийся тем, что модуль содержит насос,
имеющий возможность регулирования подачи воды, а заслонка выполнена с
возможностью направления потока выхлопных газов - в теплообменный аппарат или
вне его.

2. Парогенераторный модуль по п.1, отличающийся тем, что содержит насос с
регулированием частоты вращения приводного вала в зависимости от требуемой
температуры и агрегатного состояния воды.

3. Парогенераторный модуль по п.1, отличающийся тем, что система управления
содержит математическую зависимость температуры от давления для насыщенного
состояния воды, позволяющую определить ее агрегатное состояние.

4. Парогенераторный модуль по п.1, отличающийся тем, что теплопередающая
поверхность теплообменного аппарата выполнена в виде пучка прямых труб.
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